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PREFACE 


et ouvrage vient compléter le livre de cours d'Analyse (tome I) de la 
collection " Maths-plus”. Il propose des exercices et problèmesde 
niveaux variés sur le programme des premières années des facultés 
et instituts supérieurs. 


Les exercices sont rangés par ordre de difficulté croissante et sui- 
vent presque fidèlement les paragraphes et chapitres du livre de cours 
d'Analyse (tome I) de la collection "Maths-plus". 


La méthode est simple : chaque exercice est suivi d'une solution dé- 
taillée et quelquefois en plus, d'exercices de même type non résolus. Ainsi, 
pour une bonne compréhension du cours et une bonne préparation à un exa- 
men, il est vivement conseillé de chercher et d'essayer de résoudre SEUL les 
exercices et le cas échéant, revoir la ou les parties du cours avant de consulter, 
en extrême recours, la solution du problème, l'écrire et la refaire soi-même. 


Nous espérons que ce livre apportera une aide efficace aux étu- 


diants et leur permettra de mieux aborder les notions et méthodes nouvelles 
introduites au début des études supérieures en Analyse. 
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CALCUL DANS R 


Soit A une partie non vide de R. On pose (- A) = {- x/x € A}. Montrer que : 
1°) Si A est majorée, (-A) est minorée et on a: inf (- À) = - sup A. 
2°) Si À est minorée, (-A) est majorée et on a : sup (- A)=- inf A. 


Solution 
1°) Soit A une partie non vide, majorée de R. Soit & sa borne supérieure. Donc, 
par définition on a : 
VxeA xsa. 
iVeeo 3 x0€ À a-e<xp Sa. 


Il est clair que (-A) est une partie non vide et minorée par a 
d'après): 

Vye(-A) -yeA donc -y<o. c'est à dire -@< y. 

D'autre par, soit € > 0. On sait, d'après ii) qu'il existe xg € À tel que : 

a-e<xp<a.Doù -a<-xp<-a+e. Par suite 


- a puisque 


œ's-xp<a+e. D'où: Ve>0 Zype(-A) a'£yp<o'+e. 
Donc a' = - sup A est la borne inférieure de (-A) 
2°) Démonstration analogue. C] 


Soient A et B deux parties aon vides de R. Montrer que : 
1°) Si A et B sont majorées, À U B est majorée et 


sup (AUB) = sup (supA, supB). 
2°) Si À et B sont minorée, À U B est minorées et 
inf (AUB) = inf (inf, infB) 


Solution 

1°) A ec B sont des parties non vides majorées de R, soit &= sup A et B = sup B 
Soit M = sup (a, B). M est alors un majorant à la fois de A et de B,donc de (AUB) 
Comme À et B jouent des rôles symétriques, on peut supposer, par exemple que 


M=8. 
Soit & > 0. Comme M=B= sup B,ilexiste yoe Biclque B-e<yo<B. 
D'où: Ve>0  3ype (AUB)  B-e<yo <B. 


Ce qui prouve que sup (A U B)= M = sup (sup À, sup B). 
2°) Démonstration analogue. = 


Soit (Ag}ae x une famille quelconque de parties non vides de R. 
19) Si pour tout &eI, À est majorée et si l'ensemble 
U= (supA fe] est majoré, alors U A, est majorée et on a : 
aël 


sup(U A,)=sup (sup A.) 
ael 
Peut-on avoir le résultat si l'hypothèse "U majoré” n'est pas vérifiée? 
2°) Si pour tou al, Aj est minorée et si l'ensemble V= (infAg /&e 1) 
st minor alors U A, est minor et on 8: me nm | A9 in ) 


Peut-on avoir le résultat si l'hypothése "V minoré" “nes pas vérifiée? 


Solution 

1°) Pour tout & € I, A, est une partie non vide et majorée de R. Soit Sy = SUPAw. 
De plus, l'ensemble U = { sa = sup A4 /& € 1 } est majoré (et non vide). 

Soit s= sup U. Pour simplifier l'écriture, posons A= U A, 


On a par définition : Ve 1 sup A4 <s. ael 
D'où : VxeA xss et A est alors majorée par S. 
Soit € > 0. 


Comme s= sup U, ilexiste œe I telque s-e/2 <a <s. 
Mais alors, comme par définition Sy = Sup Ag il existe x € Ag 1el que 
Sa -E/2 < x S Sa . D'où : 

s-e=(s-e2)-e2<su-e2<xSSuSs. 
Et par suite: 
Ve>0 JxeA s-e<xss. 
Ce qui montre que : s = sup À . C'est à dire : 
sup(Ü À )= sup Gup A) 
aei 
Supposons, maintenant que U n'est pas majoré. D'où : 
VRenN Janel telque  Sa>n. 
En choisissant € = (Sa, - n) > 0, on peut écrire par définition des Sa : 
VneN  3xe Ag, telque Sa,-2<Xn< Say- 
D'où : 
VneN 3% Ag, tel que n < xn. 
ouencoe VneN  3x,€e A tel que n <xn. 
Ce qui prouve que A= U A, n'est pas majorée. 


Exemple: I=N. 

VneN  An=]-,nl 

Pour tout n € N , Ar est majorée et sup An = n, donc U= N,etA= U A, =R 
sen 

n'est pas majoré. On peut poser dans ce cas, par convention : Sup À = + 

2°) La démonstration est analogue. CI 


1.4. | Soient A et B deux parties non vides de R. On définit l'ensemble 
A+B= (x+y/xeA et y €B). Montrer que : 
1°) Si A et B sont majorées , (A+B) est majorée et on a : 
sup (A + B)= sup À + sup B. 


2°) Si À et B sont minorées , (À + B) est minorée et on à : 
inf (A + B)= inf À + inf B. 
3°) Généraliser ces résultats à un nombre fini de parties non vides de R. 


Solution 
1°) Posons @= sup À et B= sup B. 
Pour tout Z=x+y€ (A+B)ona: 
Z=x+yS sup À + sup B. 
Donc (A + B) est majorée et on a : sup (A + B ) < sup À + sup B. 
Mais, de plus, on a : 
Ve>0 JmeA  a-t2<x<a. 
Ve>0  3y9eB B-e2<yo<B. 
D'où, en posant 29=x0+ Yo € (A+ B),ona : 
Ve>0 3 z9€ (A+B) telque (a+B)-e<zp<(a +8) 
Ce qui prouve que (a+ B) est la bome supérieure de (A + B). 
Autrement dit: sup (A + B) = sup À + sup B. 


2°) Démonstration analogue. 
3°) Pour généraliser ces résultat, il suffit de voir que : 


A+B +C= (A+ B) + C, et appliquer, par réceurence, les résultats 1) et 2). 
LI 


1.5. | Soient f et g deux fonctions numériques définies sur une partie E, non vide, de R] 
Si £ est bonée on définit sup f = sup f(E) et inf f = inf f(E) . Montrer que : 
1°) Si £ et g sont majorées , ( + g ) est majorée et on a : 
Sup (f+ 8) < sup £+ sup g 
A:t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse. 
2°) Si f'et g sont minorées , (f + g) est minorée et on a : 
inf f + inf g < inf (f+g) 
A:t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse. 
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1.6. | 


Solution 
1°) Soient f'et g deux fonctions numériques majorées, sur une partie E non vide 
de R. Par définition on a : 


VxeE (+ 8) (x) = f(x) + g@) < sup f + sup g. 


Donc (f+ 8) (E) est une partie non vide et majorée par sup f + sup g. 
Comme la bome supérieure est le plus petit des majorants, on a : 
sup (+ 8) < sup + sup g 
on n'a pas égalité dans le cas général. En effet : 
SiE={-1, 1] et f@)=x etglx)=2x 
f et g sont majorées sur [-1, 1] et sup f = 1 et sup g = 1 
Alors que (f+g)(x)=0 pour tout xe [-1, 1]. 
donc sup(f+g)=0 # supf+supg= 2. 
2°) Démonstration analogue = 


Soient A et B deux parties non vides majorées de R+. 
On définit l'ensemble AB = (xy/xE A et y€B) 
Déterminer _ sup (AB) et inf (AB). 


Solution 
Soient a=supA et B= supB. 
Si A ou B est réduit à {0}, le produit AB = (0} 
donc sup (AB) = 0 = sup À . sup B. 
Supposons donc que A et B ne soient pas réduits à (0). 
Donc a#0 et B#0. 
Ona d'abord  VxeA VyeB xÿ Sup À sup B. 
Donc af est un majorant de AB. 
D'autre part : 
€ 
Ve>0 3 A a-—<xS@. 
> %0€ rh 
Ve>0  3yoe A B-— <y<p. 
20 


A et B étant des parties de R+ et & #0 et B #0 donc æ > 0 et B > 0. Donc : 
2 


€ 
22 =%0)> 0B-E+— >apB-E. 
28220 = X0%o 2 


Dooù: Ve>0 329€ AB telque of-e<< af. 


En résumé sup (AB) = sup À . sup B. 
De même, on démontre que : inf (AB) = inf A . inf B. . 
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1.7. | Pour chacun des ensembles suivants donner, si elles existent, la borne inférieure 
et la borne supérieure et dire si elles font partie de l'ensemble considéré : 
1) A={xeQ /x2<7) 
2) B={xeQ/x3<8) 
3) C={(xeR /x2<5} 


Solution 

19) Soit A={xe Q /x2<7). 
D'abord : Vxe A  x2<7<9. 
d'où: Vxe A  xe [3,3] 


Donc A est une partie de R qui est bomée, donc elle admet une borne inférieure 
et une bome supérieure. et on à : 


supA= 7e À 


etinfAs-V7e A. 
2)B={xeQ /x3S8). 

VxeB x3<8 équivaut à dire que : (x - 2) (x2+2x+4) < 0. 
Or le discriminant du trinôme (x2+2x+4) est négatif donc cette 
quantité est loujours surictement positive . D'où : 

VxeR:[xeB © xeQ et x<2]. 

Doù B=]-,2]nQ.B est alors majorée par 2 et sup B=2€ B. 
Alors que B n'est pas minorée. On peut poser, par convention inf B = - 


3) C={xeR/x2<5) 
VreR:[xeCæxel-V3, V3) 


Donc C= [-/5,/3] doncinfC=-V5 eC et spC=V5 € C. 
L] 


SoitE={xe R*/3(mneZ2 x=m+n V2) 


Montrer que inf E = 0. 


Solution 

Soit E={xeR,*/3(mneZ? x=m+n /2). 

Montrons que _ inf E = 0. 

D'abord, comme E est une parie non vide de R*+ puisque 1 € E , E est minorée 
par O donc possède une borne inférieure. 

Soit x9=-1+ 22 E. x, € 10, 1. Montrons que pour tout k € N* x6€ E. 
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Parrécurence. | 
Pour k=1  xÿ=%9€ E. 


Supposons que x$e E. D'où il existe un couple (m, n) € Z? 


tlque xÿ =m+ny/2 


Ona: xÿ'=xh.xo=(m+ny/2X-1+/2)= Qn-m)+(m-n) 2. 


doù x#f'eE. carxeE donc >0 et x5>0. 
Ainsi, on a construit une suite géométrique d'éléments de E, de premier terme x, et 
de raison x, € ]0, 11. Ceue suite est convergente et tend vers 0, D'où : 


Ve>0 3NEN VkeN/Ik2N = IxK-Oi<e] 
Done, en particulier k k 
m=ÿeE et O<wÿ<e. 

D'où Ve>0 3xeE tlqu O0<x<0+e. 
Ce qui prouve que 0 est la bome inférieure de E. 0] 


Montrer que chacun des ensembles suivants est borné, et calculer sa borne 
supérieure et sa borne inférieure : 
1) A={ Ml /neN*] 
n+] 


2°) B={sin((rn)-#4) /neN*) 
3°) C=(1/Mm+sinnx/3) /ne N°] 


Solution 
1°) Soit A={ 
Pour tout n € N: 


Donc A © [-1, 1] donc -1 est minorant de A et 1 est un majorant de A. 


Comme -1= 2 € A donc inf A = -I qui est donc le plus petit élément de A. 


Montrons que 1 est la bome supérieure de A. 


Considérons la suite de terme général Er 


Lorsque n tend vers + +, ceue suite tend vers 0. Donc : 
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Ve>0 3NeeN VneN  [n>Ne= <a 


mi 
ad À 
Donc en particulier gg <€- 


4 >-E æ  l-E<l- 
D'où N,+1 N+1 


2 
Posons x, =1-=— € À on a alors : 
€ N,+1 
Ve>0 3xe A telque 1-e<xe<l. 
Ce qui montre que:  supA= 1. 


2)B={ sin(mn-x/4) /ne N°). 
VxeR Isinxl< 1, donc l'ensemble B est borné. 
sin(r - x/4) = sin x 4 = sin(r? - A) = ve 
D'autre part V xe N [n22.= -x4 <wyn-x/4 <x/4] 
Comme la fonction sinus est croissante sur [-x/2, x/2] on a : V ye B - 


Ve 


VE qui majorant de B. Comme Ÿ 


vi 


c'est donc le plus grand élément de B. d'où sup B = % 


Donc - 


Montrons que inf B = - 2 


La suite (r/n)n tend vers 0 lorsque n tend vers +2 
Il en résulte que la suite ((x/n - x/4)}n tend vers -r/4 
Comme la fonction sinus est continue sur R, la suite {sin(/n - r/4)] 


CRE 
est également convergente et tend vers sin (-x/4)= - . D'où: 


V2 


VEe>0 ZINÇeN VneN  [n2Ne =Isin(tn-rM)+i<e] 
D'où en particulier : 


-H£ -e<sin (R/N, - #14) <- 

Et par conséquent : 
g 
Ve>0 3yeB  telque 2 


Ce qui prouve que infB = - SE 


3°) Soit C = { 1/n+ sin nx/3 /ne N°} 
Pour tout n € N*ona O<Im<1 et -1<sinnm3<l. 
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Il en résulte que -l<Im+smnr3<2, VneN* 

Ceci montre que l'ensemble C est borné: -1 est un minorant et 2 est un majorant de 
C. Pour tout n € N*,nx/3 prend les valeurs 0, x/3, 2/3, x, 41/3, 5/3 
modulo 2x. Doncona: V3 nr Vi 


PRE 


D'où 


Montrons que 


La suite(1/n}n tend vers 0 lorsque n tend vers + +. D'où : 
Ve>0  3NeN VneN  (n2Ne = IMm<e] 
Soit m un entier supérieur ou égai à Ne. Posons n = $ + 6m 


üi) nx/3 = 5n/3 + 2mn. 


m 


1 
H en résulte que : À + sin 
RATE Er: 


D'où, en résumé : 
Ve>0 3%eC 


3 


Ce qui montre que inf C = 


(Coupures de DEDEKIND). 
Soit f la fonction définie de R dans R par H(x) = x3 + x - 1. 

1°) Etudier la monotonie de f. 

2°) Soit p/q un rationnel. Montrer que l'égalité f(p/q) = 0 est impossible. 

3°) Soit A= {a € Q / fa)<0} et B={be Q / fb)>0). 

Montrer que : a) ANB=9 et AUB=Q 
bVae A e&VbeB a<b 
4°) Montrer l'existence de = supA et B= infB dans R et qu'elles vérifient 
0<asp<i. 
5) a) Monter Ve>0 3aeA 3beB telsqu 0<b-a<e 


b) En déduire que a = B. 
6) a) Soit O<x<y<l. 
Montrer que 0 < (y) - f(x) < 4(y - x). 
b) En déduire que f(œ) < 0 et 1(B) 20. 
©) Conclusion? 
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Solution 
Soit f(x) = x3 + x - 1 une fonction définie de R dans R. 
1°) Etudions la monotone de f. 
Soit (x, y) € R2. 
Ona : fx)-fy)=x3-y34x-y 
= (-y) R2 + xy + y2+1] 
La quantité entre crochets peut être considerée comme un trinôme du second degré 
en x avec un paramètre y. Son discriminant, pour chaque valeur de y, est : 
A=y2-4(y2+1)=-(3yÿ2+4)<0 VyeR. 
Donc ce trinôme est toujours strictement positif pour tout x € R et tout y € R. 
D'où le signe de [f(x) - y)] est celui de (x - y) et par suite Fest strictement 
croissante sur R. 


2°) Soit pla € Q, p et q étant des entiers relatifs premiers entre eux. Supposons que 
S(p/a) = 0. D'où, après avoir réduit au même dénominateur, on a : 
p3 + pq? - qi =0. 
ou encore p(p? + q2) = 3. 
p divise le membre de gauche, donc p divise q3. 
Or p et q sont premiers entre eux donc p divise q 
Ce qui absurde et prouve, par conséquent, que l'égalité f(p/q) = 0 est impossible. 


3°)a) Soient A = {ae Q / fla)<0) et B= {be Q /fb)>0). 
f étant une application, À et B ne peuvent avoir de point commun, donc À NB = 9. 
D'autre part, on a bien AUBC Q. 
Soit x € Q. On sait que (x) = 0 est impossible, donc : 
- ou bien fx) < 0 donc x € A. 
-ou bien f(x) > 0 donc x € B. 
etparsuite xe AUB.D'où AUB=Q 

b) Maintenant, si l'on suppose qu'il existe ae A et be Bielsque b<a. 
Comme f est strictement croissante f(b) < fa) . 
Orbe B donc f(b) >0 
et a€ A donc f{a) < 0. Ce qui est absurde. D'où : 

Vae A «& VbeB a<b. 


4°) D'aprés ce qui précède, A est une partie non vide (de R) et majorée par n'importe 

quel élément de B. Donc A possède une borne supérieure & = sup À qui vérifie : 

VbeB  a<b. 
Ainsi, B est une partie non vide (de 2) minorée par a donc admet une bome 
inférieure 
B = inf B qui vérifie asp. 

Par ailleurs, on a {(0) = -1 <0 donc 0e À ct 0 < a etf(1)= 1 > 0 donc 1 € B 
et b <l. D'où : O<a<b<1 


5°) a) Supposons qu'il existe eg > O tel que : 
VaeA@aVbeB b-a2ep. 

D'où 3&>0 VaeA VbeB  bza+e 

Ilen résulte que: ep>0 VaeA  B>a+e 


D p>0  twlqu  Bza+e 
Or nous savons que Q est dense dans R. Donc 
32e wlqu a<p-e-<4<p. 
Mais alors:  zp<f<b VbeB 
donc 26 B etz9>B-eÿ2>a>a VaeA don 79€ A. 
Etparsuite 29€ AUB. 
Or ze Q et AUB = Q. Ce qui est absurde. 
Et par conséquent : 
Ve>0 3aeA 3beB  tlsqu 0<b-a<ce. 
b) Montrons que a = 8. 
D'après ce qui précède : 
Ve>0 ae A et 3beB  telsqu  a<b<a+e. 
D'où puisque &= sup A: 
Ve>0 3aeA 3beB wlsqu:a<b<a+e. 
Comme VaeA et VbeB  a£B<b ona: 
Ve>0 3aeA twlqu a<B<a+e. 


Or asp. doù: Ve>0 a<p<a+e. 
Ou encore : Ve >0 0<B-a<e. 

Ce qui montre que (B-&)=0cestädire a=B. 
6°)2) Soit O<x<y<l. Q] 


Montrons que _ 0 < f(y) - f(x) < 4 (y-x) 
On a déjà vu que : f(y) - f(x) = (y - x) À y2 + yx + x2+ 1] 
D'où 0 < f(y) - x) < 4 (y - x). d'après (*). 
b) Supposons que f(a) > 0. + 
D'après la propriété de la borne supérieure, on peut écrire, en choisissant 
e=lAn,ne N°: 


VneN* 3meN / a - ln <xn< @. 
On en déduit alors que : fan<0 VneN car me A 
Et d'après la propriété précédente : 0 < (a) - an) <4 (œ- xn) = 1/n. 


Ainsi (f(n)),, est une suite de nombres réels strictements négatifs qui converge vers 
un nombre strictement positif qui est f(a). Ce qui est absurde. 

Par conséquent _ (a) < 0. 

Une démonstration analogue prouve que f(B) > 0. 


©) Comme on a vu que æ= B . d'après ce qui précède on a : f(o)=0=1(B). M 


111. 
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Soit A un sous-ensemble non vide de R. Unpoint & € R est dit point 
[d'accumulation de A si pour tout £ > 0, l'intervalle ] &-£, a+ ef contient un 
élément de A différent de a. 

1°) Montrer que si @ est un point d'accumulation de À , alors pour tout € > 0 , 

l'intervalle Ja -e, & + e[ contient une infinité d'éléments de A (différents de a) 
2°) Déterminer tous les points d'accumulation des ensembles suivants : 
a) A=((I4m /ne N*). 
b)B={1M-1/m /(n.m)e (N*)? 0<n< m)}. 


1m 
DC= (pteosy/nEN) 


} 


Solution 
1°) Soit & un point d'accumulation de A. 

Par définition, pour tout € > 0, l'intervalle Ve = Ja - €, & + e{ contient au moins 
un élément de À, distinct de œ. 
Ce qu'on peut écrire, pour £ = 1/n , n € N°, comme suit : 

VneN* Qa-1n,a+1m{\{a))nA#0. 
Ou encore : 

VneN* Axe A / O<lxn-@l< l/n. 
La suite (xn)n ainsi construite est formée d'éléments de A, ous distincts de @, et 
qui converge vers &. 
Cette suite ne peut être stationnaire, car sinon : 

3keN* VneN* In>k = xn= xx]. 
Ce qui est absurde, car {xn]n Converge vers & et non vers xx # @. 
Ainsi l'ensemble U= (x,/n€ N*} est infini (U € A). 
D'autre part, d'après la propriété d'Archimède : 

Ve>0 Ange N* / 0<1/ng<. 

D'où  (Ja-1/np,æ+1/ml\{a)) € (Ve\{a)) 
Comme le premier ensemble contient une infinité d'éléments de A (distincts de @), 


il en est de même pour Ve \ (a). 


Remarque : L'ensemble des points d'accumulation de À est appelé ensemble dérivé 
de À et est noté A'. 
Il est à noter que A' n'est pas nécessairement contenu dans A. 


2°) Pour déterminer tous les points d'accumulation d'un ensemble, il suffit 
de chercher toutes les limites possibles de suites (infinies) d'éléments de cet 
ensemble : 
a) A={(1)°+1/n /ne N°}. 
Les seuls points d'accumulations de À sont &= 1 etB=-1 
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En effet : soit x, + et 3, = C1) + me 


{xnn (SP. (yn)n ) est une suite d'éléments de À, tous distincts de 1 (resp.-1) et qui 
converge vers 1 (resp. -1). Donc A'= {-1, 1). 

b) B={1/n-1/m /(n,m)eN*2 O0<n<m)}). 
Tous les points Gp = 1/n ,n € N* sont des points d'accumulation de B. En effet, 
pour tout n € N* fixé, la suite (1/n - 1/m)m est convergente et tend vers an = 1/n . 
D'autre part est aussi un point d'accumulation de B. Car si l'on choisit m=2n. 
et on pose xn=lm-12n=12n  neN* 
{xn} est une suite d'éléments de B, tous distincts de 0 et qui converge vers 0. 
Par ailleurs les points de la forme -1/m ne sont pas des points d'accumulation de B, 


car on ne peut pas construire de suite d'éléments de B, tous distincts de -1/m qui 
converge vers -1/m. 2x 


Donc B'=(0} U (In /ne N°) VRZN 
KE 


3 
Lorsque n varie dans N, cos n/3 prend ses valeurs dans {-13-1/2:1/2;1}, 
indéfiniment 

Ce qui nous permet de construire des suites d'éléments de C qui convergent 
vers -1, -1/2,172 ou 1. 
Par exemple: la suite x, 


1 
oc ter men) 


1 
5 ÿ + cos((6n + Du] 


1 
Ona:VneN ES qui converge vers 1/2. 


On obtient ainsi C'= { -1, -1/2, 1/2, 1 }. Li] 


1.12. | Soit A une partie bornée et infinie, de R. Soient a et b deux réels tels que 


A c {a, b]. On définit l'ensemble : 
E={(xe [ab] / [a x{ A A est infini}. 
1°) Montrer que E est non vide et possède une borne inférieure @. 
2°) Montrer que E est un intervalle. Est-il fermé ? 
3°) Montrer que _@ est un point d'accumulation de À 


Solution 

Soit A une partie bornée et infinie de R. Soit a et b deux réels tels que 

A cla,b]. On définit: E= {x € [ab] / (a, x{ N À est infini}. 

1) Montrons que E est non vide et possède une borne inférieure a. 

D'abord be E puisque [a, b[ n A = À (ou A \(b}) est infini. Donc E #9. 

CommeE © {a, b}, donc E est une partie bornée et non vide de R, elle possède 
une borne inférieure a ( et aussi une borne supérieure f), avec @ (et B) € [a, b]. 
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2°) Montrons que E est un intervalle. Pour cela, il suffit de montrer que : 
Vix)e E VxEeR [x<x<x22xe El] 
Soient x1 < x < x2 , avec (x1, x2) € E2. 
Ona faxle (ax © (ax. 
Donc (la x{nA) € (BxlnA) € (La xl NA) 
Comme x1 € E, l'ensemble [a, xj[ À est infini. Par conséquent, l'ensemble 
{ax [ N A est infini, Ce qui prouve que x € E. Donc E est un intervalle. 
E est - il fermé ? 
Comme infE=a@,E c [abl,beËE et E est un intervalle, on pourrait déjà 
écrire que E = [a, bJou bien E = Ja, b]. Seulement, on ne peut pas affirmer que E 
est fermé, puisqu'on peut avoir les 2 cas: 


1er cas : Si A =[0, 1] et [a, b] = (0, 1]. 

E={xe (0,1) / (0, xfr (0, 1] est infini }. 

Il est clair que O« E puisque (0, 0[=0. 

Comme 1e E, O=infE et E est un intervalle, on a : E = 0, 1]. 


Donc E n'est pas fermé. 


2ème cas : Si A=((-IŸn / neN*) et [a,bl=[-1, 1]. 
E={xe{,1]/ [1x nAestinfini ). 


Ceu fois 0e E car [-1,0[N A={ nu /ne N } qui est bien un ensemble 
infini. F 
Mieux encore, ona: O=infE, car pour tout £>0,-€€ E 


. 
En effet la suite D est convergent et tend vers 0. 
Done, par définition : : 
Ve>0 INEN In>N= e<U'ce] 
donc [-1,-€ { n A est un ensemble fini. ÿ 
Par conséquent, D est le plus peut élément de E. 
Comme E € {-1,1],1e EetE est un intervalle, na E = (0, 1]. 
E est bien un intervalle fermé. 


3°) Montrons que & est un point d'accumulation de A. 
Par définition de &= infE ona: 
Ve>0 3xeE / asx<a+e. 
Donc pour € = 1/n. 
VneN* 3meE a< x <a +1. 
Onen déduitque xm€E et (n-1/M)£E. 
Seulement, les y ne sont pas nécessairement dans A. 
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ne E donc [a, xal N A est infini. 
Gn-1/nm)eE donc [a,(xn-1/n) {NA est fini. 
D'où Lan = 1/0 4 xn O À est infini. 


Pour tout n € N*, on choisit un élément yn tel que : 
ÿn€ lan- 1m A, yn#@ et ÿn#yx Vk<n. 


Ceci est possible car cet ensemble est infini. 
Done, la suite (ÿn], ainsi construite, est une suite (infinie) d'éléments de A, tous 


distincts de a et qui converge vers &. 


Ce qui montre que & est un point d'accumulation de À . = 


1.13. x le nombre 4234234..234. 
ant 1000x et x , écrire x sous la forme d'une fraction rationnelle a/b. 


Solution 

Soit x = 0,234 234 234.234... 
,x = 234, 234 234 ..234 
1000.x - x = 234. 

C'est à dire 999.x = 234. 

ou encore x = 234/999. 

Ainsi » s'écrit bien sous la forme fractionnaire : a/b. LI 


234 + x. 


1.14. | Tout élément x de Q est un nombre rationnel qui peut s'écrire de deux 
manières possibles (pour x > 0) 
1°) écriture fractionnaire x = a/b. 
2°) écriture décimale, qui comporte deux cas : 
+ une écriture limitée x = &0@1...0k ; +1... 
- ou bien une écriture illimitée : 


x = Gg0 0x » Gt 182-Bn B1B2-Bne. 
Montrer que les deux écritures 1) et 2) du rationnel x, sont équivalentes. 


G0U1...Uk s'appelle la partie entière 
k+1-ap l'anti-période. 
B1B2-.8n la période. 

Solution 

Soit x € Q x>0. 


Montrons qu'il y a équivalence entre les deux écritures 1) fractionnaire et 2) 
décimale limitée ou illimitée. 
1)æ2).Soit x=ab, aeN°*, beN*. 


Exemple , 75. 
et , 142857 142857 142... 
Comme il y a au plus , b restes possibles, on effectue (au maximum) b divisions 
euclidiennes de 10P.a parb, pe (0, 1, 2, … b-1}. Ce qui donnera : 
Ière division a=bdo+ro avec 0Sm<b. 
2ème division 10a = bqr+ ri avec OS <b. 


b-ième division 100-la= but avec Or <b. 
Deux cas se présentent : 


ler cas: 3pe (0,1,2,.b-1) telque  rm=0. 
La division s'arrête, et dans ce cas x = a/b admet une écriture décimale limitée : 
X= o@1...0k, k+1-Gne 


2ème cas: Vpe (01,2,..b-1) m0. 

Mais alors, comme les valeurs des restes possibles sont prises dans l'ensemble 
(12,3... b-1}; au bout de la b-ème division, au plus, il existera p, s € (0,1,2..b-1) 
tels que mr. Carilyab restes et seulement (b-1) valeurs possibles 
(le zéro étant exclu!). 

Ainsi le processus de division effectué après la k-ème et celui effectué après la 
p-ème sont identiques. 

Puis on recommence indéfiniment.Ce qui donne une écriture décimale illimitée de x. 

x= 0o01...0x, &x+1… GpB1B2...Bnf182..Bn.…. 


CTECN s'appelle la partie entière 
CRE l'anti-période 
et B1B2 Bn la période. 
2D=1) 
ler cas : x = oü.0 » Gkt Aa2- On 
10kxe N. donc 10mkx=ae N. 
d'où _x=a/107* 
et x est alors de La forme a/b. 
2ème cas : x = ao01.0x ; Gke1--@pB1B2 BnB1B2. Ba … 
10Pkx = aoe.mags Gp: B182 Bn » 


1Pkx = aom--Gage cp B1B2 Bn » 8182. Bn 
Ainsi, si on pose V1 = 0001.0k 0h10 € N 
a y2=000.0x0k. 108182 Bn € N 
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Ona: 10nPkx-y2=10Pkx- y. 

donc (10m+P-k. 10P-K) x = y2- y1. 

D'où bx=a. 

où a=(2-yeN* et b=(100+P-k- 10P-K)e N* CI 


1°) Montrer, en utilisant les notions de divisibilité et de facteurs premiers 
dans Nique /2: est irrationnel. 


2°) Soit Ne N*. Montrer que /N est rationnel si et seulement si N est 
un carré parfait. 


Solution 
1) Montrons que /3 est irrationnel. Par l'absurde. 
Supposons qu'il existe deux entiers non nuls p et q , premiers entre eux Lels que 


V3 =p4. 


D'où p?= 2q2. On en déduit que p? est pair. 

Ce qui entraine que p est pair (car sinon p = 2k + 1 et p? = 4k2 + 4k + 1 qui 
serait impair). D'où p = 2k., k € N°. 

Mais alors _p2=2q2 donne 4k2=2q2 ouencore  q2=2K2. Le même 
raisonnement que plus haut montre que q doit être pair. 

Ainsi p et q sont tous deux pairs donc ne sont pas premiers entre eux. Ce qui 
est absurde et prouve que /3 est irrationnel. 


2°) Montrons que { N carré parfait ++ / rationnel]. 
(=) wrivial, puisque si N= @2,@ € N*. 
JR=aeN* cQ. 


(= ) Supposons que /N est rationnel : /K = p, avec p et q premiers entre cux. 
Donc Nq2= p? . Supposons que N n'est pas un carré parfait. 


p divise p2 donc p divise Nq2 . Comme p et q sont premiers entre eux, p divise N. 
D'où, il existe k€ N tel que N= pk. Mais alors on aura, après simplification : 

p = q2.k. Un même raisonnement montre que p divise k. D'où, il existe K' € N 

tel que k = pK’ et après simplifications, il vient : 1 = q2.k. q et K' étant des entiers, 
cette dernière égalité entraine que kK=q=1.llsensuitque k=1 et p=l 

et par conséquent N = 1. Ce qui est absurde puisque 1 est'un carré parfait. 


mu 
ad 


Suites numériques + 25 


SUITES NUMERIQUES 


Montrer que la somme d'une suite convergent et d'une suite divergente est une 


suite divergente. 


Solution 
Soit (un} une suite convergente et soit {vn} une suite divergente. Si la suite de 
terme général Wa = Un + Va converge il en est de même pour la suite Wa - Un = Vn 


ce qui contredit l'hypothèse. 
C] 


Montrer que si la suite {un} converge vers £ alors (lun 1} converge vers 1£ 1. 


Et la réciprioque? 


Solution 
Montrons que : V x, y € R 
@) Hxt-tyils txeyt 
Enécrivant x=x-y+y @ ÿ=y-x+x ona: 
Ixisix-yl+lyl 
lyiSix-yi+lal 
Ce qui implique que : 
-lx-yisixi-lylSix-yl, soit la relation (1). 


Ve>0 3INeN VneN 
@2N = lun-Cl<e) 
or luni-1011<iug-£1 aini M2N =lluwi-ttl<e). 


La réciproque est fausse : si un = (-1)" 
{l'un } converge vers 1 mais {un} diverge. 
on a cependant l'implication 
lunl 0 envaincque un 0. 


n+e n+e 


Soit {un} une suite numérique telle que ses suites extraites (25), (u2n41} 


et Luÿnl convergent respectivement vers £, £,{". Montrer que {us} est 


convergent vers£ et que £=£ =”. 
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Solution 

La suite (ugn} est une suite extraite à la fois de (u,) et {u3,). Donc elle 
converge à la fois vers Let £”. Et d'aprés l'unicité de la limite ona: [= [". 
De même puisque {u3(2n+1))} est une suite extraite à la fois de (un41} et de {u3n) 
On en déduit alors que L'= [”. 

Finalement on a : [= 
Soit € >0. Comme lim un == lim 9,1 .0n a: 


nue ne 
GO) 3NEN  VneN [n>Ni = lun-Ll<e] 

@  INEN  VneN [n>N2= luns-Ll<e]. 

Posons N = sup (2N1, 2N2 + 1). 

Ainsi l'égalité l'un - £1< € est vérifiée par tous les entiers n > N. 

Ce qui montre que un } est convergente et tend vers £. : 


Etudier la nature des suites définies par : 
1 


n°+2n+l 


Solution 
a) Pour tout ke {1,2,3,..2n+1} ona: 


n+Qn+l) n+k n+l 


En faisant varier k, puis en prenant la somme membre à membre des (2n+1) 
inégalités , il s'en suit : 


Qn+1) Qn+1) 
4,= 


UnSXn<Vn Où us 


(+1 m+l 


Comme les deux suites [un] et {vn} Sont convergentes et tendent vers zéro, la suite 
Len) est convergente et tend également vers zéro. 
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b) Un raisonnement identique au précédent montre q{ 


Le Ca 


mn" Vast 


Comme {up} et {va} sont convergentes et tendënt vers 1 , la suite {yn} est 
convergente et tend également vers 1. 


Logn 


À À Jos 


Nous savons que VX € R+* Log x <x. 


Un YnS Va OÙ = 


D'où  0<2,< 
1 

La suite définie par le membre de droite est convergent et tend vers zéro. Donc il en 
est de même de (zn) . 


Etudier la convergence et déterminer la limite, lorsqu'elle existe, de la suite {un} 
définie par : 
ab" 


u À 
a°+b" 


où a et b sont des réels tels que lal#1bl. 


Solution 
On distingue deux cas possibles : 


ler cas: lal< 1 b I. Ceci entraine d'après l'hypothèse que b #0. Posons alors 
k= ab. 


Orikl< 1 donc la suite géométrique {K} est convergente et end vers z6r0. 
D'où (un] est une suite convergente et on a : un =»-1. 


is 
2ème cas : La > 11. Comme plus haut, ceci entraîne que a # 0. Posons alors 
k= ba. 
Ona: = 
14 
Puisque 1k1< 1 . 1 s'en suit que {un} est une suite convergente et que un ->1. 


n— +e 
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2.6. | Soit {un} ,n € N* une suite numérique convergeant vers £ € R. 
Appelons vn la moyenne arithmétique (Somme de Césaro) : 


ui + Ut + 


ñ 


Montrer que {vn] converse également vers £. 


Solution 

C'est un résultat classique énéralement vu en cours. 

Soit € > 0. Puisque {un} converge vers £ : 
InoeN , VneN 

@ In>no= lun-Ll<e/21] 


Soit n > no. 


o 
metis LE tu tte À LE 1x 


Len0 


Il en résulte de (1) et en posant 


L] 
A=Diu-ct 


cl 


LA tie À 
ñ 
A € 
a 2 
lim A/n = 0 ilexiste alorsnjeN telque [n>ny= A/n<t/2 | 
ne 
Posons N= max (no.nj)ona VneN In>N = Ivn-Cl<e] 


Ce qui montre que {va} est convergente et tend vers £. 


Soit { un } ,n € N* une suite de réels strictement positifs convergeant vers 


Le R+*. Appelons vn la moyenne géométrique : 


Montrer que {vn) converge également vers £ . 
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Solution 
Posons _Wn = LOS un ,n € N* 


qui n'est autre que la moyenne arithmétique de la suite (wn} . { LOg va} converge 
donc vers la même limite que la suite (wa) (voir exercice 2.6). 
Ainsi lim Log va = Log € et donc lim vn=£. 

D + n+e 


puisque la fonction exponentielle est une bijection de R sur R*+. = 


Soit {xn}, ne N une suite numérique telle que 


dim Xae = Xn = C. Etablir que lim xy/n = L 


n+e n—+e 


Solution 
POSONS Un = Xn - Xn-1 


à pour ne N° 


Ainsi (un) et sa moyenne arithmétique (vh} convergent vers £ (voir 2.6) 
0€ Vn = X/n - xp. 
Ainsi (xy/n) converge vers L. . 


2.9. | Soit (xn) , ne N, une suite de réels strictement positifs telle que 


20, L>0. Etablir que lim "in =£ 


nt 


ne N* 
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{un} converge vers [. Il en est donc de même pour sa moyenne géométrique {va} . 


Log x 

or =" /x ."/Uxo donc "V1&0=€  * tend vers 1 pour tout xg > 0. 
Pour lou X9 

on conclut que im _‘VRst = 


2.10. Can 
Soit (un) une suite numérique telle que: lim  —— 


Etablir que : 
19) ILI<1= (un) converge vers 0 
2) ILI>1= (un) diverge 


3°) Que peut-on dire concernant la convergence de la suite $i 1 1= 1 
4°) Application : Etudier les suites définies par 


e] 
« + 
a avec ke N*,xe R*. 


Solution 

Remarquons tout d'abord que si { lu ! converge vers O il en est de même pour 
Lun) et si { lun ! } diverge alors (un) diverge également . 

11 suffit donc d'établir ces implications pour La suite { l'un 1). 

Ce qui revient à supposer que la suite [un] est à termes positifs, 


1°) Supposons £<1 (£20) u, 
Ve>0 3NEN  VneN n2N=£-e<-l<fse] (1) 
Soit & € J0,1£{.Posons q=£+e.ona Ocq<i 


Une 
VneN InèN 20 
% q] 


on en déduit que : [ n > N = 0 < un <gf-Nux ] 
Etpuisque {q"N ux) -> 0 lorsque n-> +=, la suite [un], qui est à termes positifs 
converge vers 0. 


2)L>1 
Prenons maintenant dans (1€ € ]0,L-1L.Posons qe à 
Ona q>1. Ondéduitde(l)que VneN [n>N = > 


2.11. 


Ce qui entraîne que : 

VneN  [n>N = un>gNux] 

La suite {q®-N uy) tend vers + « quand n -> + puisque q > 1. 
Il en est de même pour la suite (un). 


3°) Si = 1 (ouf =-1) on ne peut rien dire : 
Siun=n ona=1 mais (up) diverge 
Siun=1n ona=1 mais (uA) converge vers 0 


CORRE 
TE 


Le 


Ce 
ne 1 
Par conséquent: si 1x {> 1 alors (un) 0 
silxi<1 , (un) diverge 
six=1 un=nk un-?4+. (un) diverge 
si x=-1 un=(l}nk (ua) diverge. 


". mel 


! 
dj MS 2 

DS C3 
lim Yl_G ainsi va -» 0 pour tout x € R°. 
ne a 
Comme pour x = 0, {va} est la suite constante et égale à O (n € N°), il s'en suit 
que {vn) est convergente et tend vers 0 pour tout x € R. = 


1 
Montrer que les suites définies par: w= 2 et 
Eu 


convergent et determiner leurs limites . 


Solution 


1 
Walter donc {un} est strictement croissante. 


Montrons qu'elle est majorée par 3. 
1 


et plus généralement, il est facile de voir que 


L 
33 


pour tout k > 1. 


<1+2(1-12)S3. 
La suite {un} étant croissante et majorée, elle est convergente. 
Appelons e sa limite. 


D'où Va = bin + duun-1. 
Comme les deux suites {un} et {un.1} sont convergentes et tendent vers € , il s'en 
suit que {vn} est également convergente et lim vn = (a + be. 

ne L] 


2.12. | Soit f une fonction continue (0, 1] et admettant une dérivée à droite 
au point 0, égale à À € R. 
On suppose , de plus, que f(0) = 0. Posons pour tout n € N* : 


1°) Montrer que {Sn} converge vers une limite S. 
2°) Montrer que {Sn(f)} converge vers ÀS. 

3°) Calculer SA(f) lorsque f(x) = Log (1+x). 

4°) En déduire la valeur de S. 


Solution 
1) Montrons que {SA} est décroissante minorée. 
1 D Loi 
Son Sa 3e 2 nt 
Donc la suite {Sn} est décroissante. 
D'autre part , pour tout n € N° : Sn > 0. 
D'où {Sn} est décroissante, minorée par 0, elle est convergente vers une limite S. 
5 f(x) - (0) 
) lim | 
xsot * 


Ve>0 30 telqu [0<x<n = IfXx-Al<E]. 


=À et H0)=0 entraînent que : 


2.13. 
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SoitN € N° telque  N>1M.0na: 


VNeN* [n>N = 0< In<n = In. f{l/m-Ai<e] 

Ainsi, la suite de terme général un = n.f(l/n) converge vers À. 

11 suffit alors de montrer que la suite de terme général (Sn) - un.Sn) converge vers 0 
Us Ut Ce) (nn, 

œ So-u.s,e(+ Tr me) (its à) 


CE 


18 
15,0 -u,S,1< ES 7 L'un ul 


Or (un) est une suite convergente vers À, donc c'est une suite de Cauchy et on a : 
Ve>0 3NEN VnmeN? Imzn>N= lum-unl<e]. 
Ainsi sin>N  VkeN Lün+k - Un < €. 
Doù  sin>N 1Sn(D - Un.Sn | < n.e/n = €. 
Ce qui prouve que { (Sn () - unSn) } converge vers 0. 
Comme les deux suites (un} et (Sn) sont convergentes et tendent respectivement 
vers À et $, il s'en suit que la suite (Sn(f) } est convergente et tend vers ÀS. 

3°) Si x) = Log(1+x), f'est définie et continue sur [0, 1]. De plus f'est dérivable 
à droite en D et F4(0) = 1 = À . On a: 


SO= Log ++ )+Lo (+) + Loe(1 +2) 


21 (22 eue (222) ton (21 Ve Log (EEE) 


n+i ñ 


Ainsi la suite (Sn(f)} est convergente et tend vers Log 2. 
4°) Comme À =1 et AS=Log2 ona S=Log2. L] 


Considérons les fonctions f(x) = asinx + b_, g(x) = asinx + b- x avec 
ae} 1[,beR 
1°) Montrer que g s'annule en un unique point @. 
2°) Montrer que f est contractante, c'est à dire que : 
3keDII VyeR?:1f-fISkIx-yl 
3°) En déduire que la suite (xn} définie par xo € R €t_xn+1 = f(an) 
converge vers &. 


Solution 
1°)lim ga=+se et lim g(x)=-. Ainsi 
2 a+ 
3FXER,3YER telsque X<Yeg(X)>0 et g(Y)<0 
puisque g est continue : 3œe JX, Yltelque g(a)=0 
gx) = a cosx - 1<0 pour tout x. 
& est donc strictement décroissante. Ce qui montre l'unicité de @. 
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Ainsi, f'admet un unique point fixe a. (Ho) = &). 
D) x)- 1) =a (six -sin ÿ)= 2a cos ET sin 


x-y 
LG) - GDS 21al | | 
puisque ! sin z L£ z pour tout z. 
Fest donc contractante de cæfficient  k=1al. 
3°) On va montrer que la suite {xn} —> & lorsque n —> + 
Etablissons directement ce résultat. 
VneN Bxns1 - @i= 1 fn) - fa) 1Sk1xn-@l 
On a par une recurrence simple : 
VneN lm-alskelxo- al 
0 <k< 1 entraîne que {xn-œ) -> 0. Ce qui montre le résultat. 


nte 


Soit _a > 1. On considère les deux suites définies par : 
+ 


Ya 


a 
uo=a Œ 7 


1°) Montrer que {un} et {Vn} Sont deux suites adjacentes. 
2°) Calculer leur limite commune. 


Solution 
1°) Montrons que les 2 suites (un) et {vn} sont adjacentes . Remarquons tout d'abord 
que un > 0, va > O pour tout n. 
Un+ Va 
2) Wah — Un 
uw, a (a-u)(Va+u) 
Se — 


Ainsi le sens de variation de la suite {un} dépend du signe de(/a-u,). Orona: 


2 
u+a 
Goa- VDE 3 Va 
u2-2u,/a+a CRC 
dE nas “hi: 
Ce qui montre que la suite {un} est décroissante et que un - Vn 2 0 pour tout n. 


b) D'autre part, comme pour tout n € N 
"til 
Ride ue 
Va ns 
la suite (vn} varie dans le sens contraire de celui de {un}. Donc elle est croissante. 
€) I reste à montrer que lim (un - Vn) = 0 
ne 
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Or, comme {vn] est croissante, on à : 
Qn+1 - Vn+1)< (un+1 - Vn) 
a+ Ve 


Et par conséquent : 
VneN. 0< (u,-v) 


On en déduit que lim (un - vn) = 0. 
ne 

Ce qui prouve que les deux suites {un} et {va} sont adjacentes . Donc elles sont 

convergentes et tendent vers une même limite £. 

2°)£ doit vérifier les 2 relations déduites des définitions : 
{=at et L=C+#)2. 

Ce qui donne £ =: + /a 

Comme les 2 suites {un} et {vn) sont positives, il s'en suit que 


2.15. | Soient a et b des réels tels que 0 <a <b. 
Définissons les suites (an) ; (bn) ; n € N, par : 


do=a et bo=b et a,,=4/4b, 


Montrer que ces suites sont adjacentes. 


Solution 
Etablissons par réccurence que : pour tout n € N 

0 < an < an+1 < bn+1 < bn a) 
Puisque O<a<b on a bien O<ao<ay et bj<bo. 


: a+b a+b-2/ab 
D'autre part b,-a, = 5e /ab= 
Va-/5Ÿ 

2 >0 


Supposons maintenant la relation (1) verifiée 
ans <bn+i entraine que An+1 € an+2  €t Dn+2 € Dn+1 


41 + Das -2 AU 
Paraileurs D ca, ee bee AV Pme 


2 "nez z 
Van - Ban Ÿ 
ARR 


ce qui montre que O<ans1 < än42 <bn+2 <bn+1. 
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Les suites (an) et {bn} sont donc respectivement croissante majorée par bo et 
décroissante minorée par ao. Appelons £ etL' les limites respectives. 


a + Pa + 
ue 


On déduit de b,1 = “5 c 


ce qui montre que £=É et achève la démonstration. 


2.16. | Soit uo et vo deux réels tels que 0 < uo < Vo 
On définit deux suites [un] et {vn} par: 
Zn Un + Vn 
Librerx a Va 
1°) Montrer que : 
VnenN 0 < un < Vn 
2°) En déduire que les suites [un] et {vn) convergent vers la même limite. 


Solution 

1°) Raisonnons par réccurence. La propriété est vraie pour n = 0. 
Supposons 0 < un < Vn. 
Il en résulte immédiatement que un+1 > 0. 


Par ailleurs (V, - u) vl+u >2u,v, 


’ 2 2 y. 
doù Gy+u)=v2+2u,v,+ui >4u,v,. 
PETRETRA 


Par conséquent : 2 — > d'où Vn+1 > Un+1 


CEA 


2°) La suite (va) est décroissante . En effet : 


2u,v Va 
De bn? Pourtutn.er > 1 


Par ailleurs, u,, = 
mn Vnsi net 


Ainsi la suite {ua} est croissante majorée par Vo, appelons u sa limite. 
Un + Vn 


7 


u+v 
que v= et finalement u = 


Il résulte de la relation v,, 1 = 


Suites numériques - 37 


2.17. | Soit {uy} une suite de nombres réels strictement positifs tels que : 


Vnzl Un 5 / Ut + Une 


A quelle condition sur uo, uy la suite est - elle convergente? 


Solution 
Posons Vn = LOg un . On a : 


Va = 122 (na + Vns1) 


Vn+1 = Yn + Vn-1 = 0 
C'est une suite de Fibonacci d'équation caractéristique : 
B-%+1=0 æ r=1 
Ainsi, Vn= "+ Br = a + fn. 
a=v B=vi-v 
V2 Vo + 61 - Vu 


Log un = Log uo+ n Log & 


St) 


Finalement {un} converge si et seulement si uj < uo = 


2.18. | Soit (un) la suite définie par u € R et la relation un + 1 = aün+b ,n € N. 


Etudier suivant les valeurs de a, b, u, la convergence de {un}. 


Solution 
Si a=1 la suite (un) est arithmétique de raison b. Elle ne peut converger que 
si b= 0, auquel cas la suite {uA} est constante. 
Si ax 1 l'équation £ = a L + b admet une racine unique = b/(1-a) 
siuo =£ la suite (un) est constante et un = pour tout n. 
siuo #£ on a (un+1 -) = a (un-[) 
La suite de terme général vn = un - £ est géométrique de raison a. On a : 
Un - £ = 20 (uo-0) 
Une condition nécessaire et suffisante pour que {un} converge est que 
lal<1. 
Elle admet alors pour limite b/(1-a). = 
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2.19. | La première année de sa création une société de fabrication automobile a 
produit P1 = 450 unités. La deuxième année P2 = 720 unités. Appelons PA 
la production de l'année n. 
On suppose que la production annuelle évolue suivant le modèle suivant : 


3 
=3AP +7 Pa 
où APn+1 = Pn+1 - Pa désigne l'accroissement de la production de l'année 
n+l. 

a - Déterminer la production annuelle PA en fonction de n. 


AP+1 
b - En déduire le taux d'accroissement 
4P, 


Pa+2 


Solution 
a - Pn+2 = 3Pn+1 - Pn) +3/4 Pne 
Pn+2 - 3Pn+1 +9/4 Pa = 0 
(Pa) est une suite de Fibonacci d'équation caractéristique : 
P-3r+9M4=0 © r= 32. 
Ainsi Pa = r® (A + nB) 
Pour n=1.et 2 ona: 
450= 32 (A+ B) 
= A=280 et B=20, d'où Pn= (3/2}"(280 + 20n). 
720 = 94 (A+2B) 
b- AP =rtl (A+ (n+1)B-m(A+nB) 
=m{(r-1)(A-nB)+rB] 


AP + 1= (8/2) (170+ 10n) 


AP, =(3/2)"* (160+ 10n) 


2.20. | Soit (ux) la suite définie par ses premiers termes uo et uy, avec uo #uj 
et la relation de réccurence 


Un+2 = Aün+1 + (1-2) un pour ne N. 
Donner une condition nécessaire et suffisante sur le paramètre réel a pour 
que cette suite converge . Donner alors sa limite £. 


Solution 
POSONS _n = Un+1 -Un,n € N 
Vn+1 © Un+2 - Un+1 © Aün+1 + (1 - 8)Un- Un+1 = (à - 1) (un+1 - Un) 
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{va} est donc une suite géométrique de raison r = a - 1. 
Va = Vo; Vo = ui - uo#0 
Si {un} converge vers£, alors {va} converge vers O ce qui entraîne que 1r1< 1 


et finalement 0 <a <2. 
Réciproquement, montrons que si. 0 < a < 2 alors {un} est convergente : 


ui -uo 
w-u 


vo 
vo 


Un - Un srl. vo 
En sommant terme à terme, on obtient : 


1-7 
Un WE Vo 


Fe: 
donc : Un=lo+(i-u)T— avec r=a-1 


a€ ]0,2 [entraine que rn > 0 lorsque n >. 


Eat u-u, 
Ainsi, la suite (un) converge vers L=u, + — 


d'où 


2.21. Soit {un} la suite définie par : 


u=l 


Montrer qu'elle est de Cauchy. 


Solution 
Pour toutn  un>1.Eneffet up21 


Supposons un>1. ALors unsi= /u2+12"2>1. 


Usi-un = /u2+ 1/2"=un.  Multiplions par la partie conjuguée 
12" 


ms —$ 


1 
pi 
Ju+ir+u, 2 
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Soient m et n deux entiers tels que m>n. 
Um = Un = Um + Ume1 + Um-1 - Um-2 + ++ Un+] - Une 
Lun = Un LS LU + Um 1+ me - Um-2 L+ 4 Lün+1 - unl 


Finalement L Um - Un | < 1/2" 

La suite {1/2%) converge vers 0 donc 

Ve>0 3N  / VneN (n>N = 1/<e) 
Ainsi VmneN [m>n>N = lum-unl<e] 


Montrer que la suite (sn), n€ N°, définie par : 


est divergente. 


Solution 
11 suffit de montrer que la suite {Sn} n'est pas de Cauchy. 


s 1 
nn n4i 
Mais alors, en faisant varier k et en prenant la somme des n inégalités, il s'en suit 
que : 1Sn-S1>n.1/2n=1/2 


Or Vke (1,2,..n) 


Ainsi 360=1/2>0 VNe N* 3meN* (m=2N) 3ne N* (n=N) 
tels que: m>N @ n>N et lSm-Snl>Eo. 
Donc la suite {Sn } n'est pas de Cauchy. Elle ne peut alors converger. 
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2.23. 


Etudier la fonction fx) =(x?+ 2) /2x .a > 0. 
1 En déduire la convergence de la suite (un) définie par la donnée de uo € R* 
etla relation de récurrence ? 


1 É 
Una = 7 Unt y 


Solution 
2 1, à 
1 = + 2) /2x 2 5 + D) 


Etude de f : f est définie sur R*. C'est une fonction impaire. On va l'étudier sur R*, 


1[  &] (x-alxra) 
ro rf 5] ere 


2 
x à 
Par ailleurs, f(x) - >= donc lim [Nx)-x2]=0 
TA xX+— 
Ainsi la droite d'équation y = x/2 est asymptote à la courbe de f au voisinage de 
l'infini. 
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Etude de la suite (un) 
Cette suite est définie par : un 1 = fus) 
Puisque f est continue, les limites possibles sont solutions de l'équation f{L) = L. 
on obtient £=+ a. 
ler cas uo >0 

Si uo = a par une recurrence simple on montre que un=a pour tout n. 
Siuo>a posons D=]a,+1{ 

fD)e D. Ainsiuye Due D. ue D VnenN. 

{un} est alors minorée par a . 

@ - ug)(a + ug) 
UE — 7 —<0 

Ainsi uj < ug et puisque £ strictement croissante sur D, On à u2 < up. 
Plus généralement uns] un Vne N. 
La suite {un} étant décroissante et minorée par a, elle converge vers une limite £ > a, 
On en déduit que £ = a 

Si O<ug <a. 
fQ0.aD € D. Donc ue D et une D VneN* 


On retrouve le cas précédent (voir figure) 
Ainsi, pour n > 1 la suite (up est décroissante minorée par a el converge vers a. 


2ème cas : uo < 0 
Considérons la suite de terme général va = - up. 
Val Un#t = (un) = É(- Un) = fn). 
Ainsi la suite (vn} est telle que vo > 0 et ns] = f(vn), on déduit du 1er cas que 
{vn) converge vers a. 
Il en résulte que (un) converge vers - a. = 


Etudier suivant les valeurs de a et de b, a > 0 et b > 0. 
la nature de la suite numérique définie par : 


W=a. Wu /M+P pourne N. 


Solution 

Posons _ f{x)=/x+b Df={-b, +. 

Prenons D=R+ ona f:D->D et we D. 

Ainsi {un} est bien définie et u, 2 0 pour tout n. 

- Cherchons les limites £ possibles. Puisque f est continue, £ doit vérifier {(C) 


2 
VL+b=[0 = C+b=C et [20 
L2-L-b=0 A=1+4b 
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A20 on a donc deux racines Ç, 


mais puisque £ > 0, on a une seule limite possible £ = 2. 


- Variation de f : F(x)= Vx>-b 


2/x+b 


Ainsi £_ est strictement croissante sur D. 

- Comparaison de uoetuy : uo<eu © a</a+b 
æa<a+b + a2-a-b<0 
ae]f.fleæae(0,C{puisque f1<0, a>0 et [=0. 


ler cas : Sia € [0,L [ alors uo<uj donc (un) est croissante 


act = uo<£ æunS£  pourtout ne N 
La suite (un) est alors convergente et admet % ££2 pour limite 


2ème cas : Sia=£, u=É. ceci entraîne que un=£. pour tout n. 
3ème cas: Sia>C, alors uo > uw. La suite [un] est alors décroissante. 
Elle est minorée par puisque uo > £, elle converge donc vers £= 2. : 
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2.25. | Soit a un réel strictement positif. Etudier la convergence et déterminer la limite 
éventuelle de la suite de terme général : 


Va (a figure n fois dans l'expression) 


Solution 
Aère méthode 


On peut définir la suite (un) de la manière suivante uy = a € un+1 = 4 + 
ne N* 

Posons f{x)= a+ /x et D=R+ 

fD)c D et uy € D. l'est croissante sur D. 

Cherchons les points fixes de £ : 


at Vrexe Vasxa 
&æ x=x2-2ax+a2 et x2a. 

L'équation du 2ème degré admer les racines 
Ati ati +14 VaeT 
1 2 
On peut vérifier que x < a < x2 
Ainsi_x2 est l'unique point fixe de et l'unique limite possible de [un]. 
On peut montrer par ailleurs que pour tout. x positif : 
(>x & xe (0xl) et (Dex æx> x). 
ler cas: a < x2 ainsi uy < x2 puisque f'est croissante sur D. 


u2 < x2 et plus généralement un < x3 pour tout n € N* 
Par ailleurs uj < x2 entraîne que f{uj) > uj. 

Ainsi u2 > u et plus généralement, par applications successives de fon à 
VREN* Unsi > Un 

Ainsi [un] est croissante et majorée. Elle converge donc vers x 

2ème cas u > x2 : On montre de même que : VnE E* Un > A2 EL Unsi € Une 
Ainsi la suite {u,} est décroissante et minorée, donc conver 2 
ème cas u = x2. On à évidemment 
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Vne N* un = x2, la suite est constante et égale à x2 


2ème méthode : 
Unti= a+ /u, 


Posons Va = Un - 


on a pourioutne N* vi = /V,+a RTS 
On déduit de l'exercice 2.24 que {va} converge vers L, = = — 


2a+1+ 4a+i n 


Et donc {up} converge vers = a+ [',= 
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2.26. Suites homographiques se ramenant à une suite géométrique. 
Soient a, b, c, d, des réels que ad - bc #0 et c #0. 


fl ax+b 
posons 1) = 


On suppose que (d - a)? + 4bc > 0. 
1°) Montrer que f admet deux points fixes a et fi. 
Etablir l'existence d'une constante k telle que : 


Ko-@  z-a 
f-B w-f 
2°) Etudier la suite {un} définie par u9 € R et 


Vzs 


On suppose que :Vne N un #-d/c (un est défini pour tout n) 
3°) Pour quelle valeurs de uo la suite {un} est-elle définie pour tout n ? 


Solution 
1°) Soit x # - dée x est un point fixe de f si f(x) = x, ce qui équivaut 
ex? # (4 - a)x - b = 0. 
A=(d-2)2+4bc. Or A>0, ainsi cette équation va admettre deux racines 
réelles distinctes @ et f qui vont être les points fixes de f. æetf vérifient les 
relations ca2+(a-a)æ-b=0 et cf?+(a-a)B-b=0. o) 


fx)-@ _ax+b-aex - da 

f)-B ax + b- Bex - dB 
En utilisant (1), on peut écrire : à 

fx)-& ax-aex+cœ -a 


-B ax: Bex+ cp -a8 
-cx x-& 


ag xp 
a-ca 
Il suffit donc de prendre K=—— 
a-c 
2ZVneN uns = fun) @ 


Siuo=@ où uo=fB la suite (un) est constante, sinon pour tout n € N 
ona: Un#a et un#B. 
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Considérons la suite de terme général, = — 
fu) 
fu)-B u,-B 
Ainsi (vn] estune suite géométrique de raison k. 
vn= KM. vo. Pour tout n € N 

Bv,-œ 


Vas 


Bo - a" 
RE OMR 0, = —— 
Vo” vo- 14 


lercas silkl<l alors kn—0 et ua 
2ème cas si lki>1 alors 10 et u,$ 
B-a 
3ème cas si K=-1 uv, =f+—j{un) est alors divergente. 
ED vo-1 

on ne peut avoir k= 1 carc #0. 
3°) Supposons que la suite ne soit définie que jusqu'à l'ordre n. 
C'est à dire uj#-dé pour i=0,.…,n-1 mais un = - dc. 
Le calcul fait en 2) est valable jusqu'à l'ordre n. 

KV - a uy-œ 
On a en particulier : Bkora 


dB - ak”) + cap (1-K°) 
c(œ- BK) + d (1 -k°) 
Pour que la suite (un} soit définie pour tout n, il faut et il suffit que uo # Wn 


pour tout ne N. 
En particulier uy est définie si uo # Wo ; Wo = - dc. = 


Un =- d/e entraine que = Wn où W,= 


Suites réccurentes homographiques se ramenant à une suite 
arithmétique. 
Soient a, b,c, d, des réels tels que ad-bc#0 et c#0. 


posons f(x) 


on suppose (d - a )2 + 4 be = 0. 
1°) montrer que f admet un unique point fixe @ et qu'il existe une 


constante k telle que : 1 1 
Vx#0 —+k. 

f)-& x-a 
2°) Etudier la suite {un} défi R see 
) Etudier la suite (un finie Par Vo € RL U, = ana 


(on suppose que un = -d/ pour tout n). 
3°) À quelle condition sur uo la suite est - elle définie pour tout n ? 
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2.28. 


Solution 
1°) Comme pour l'exercice précédent x est un point fixe de f si cx2 + (d - a)x - b = 0 
Or A =(à- a)? + bc est supposé nul 


don admet un unique point fixe 
En utilisant les relations b- ad=@=% et d= -2ac + a, on déduit : 


1 œ+d ex-ac+a-ac 
fG)-a ax+b-ax-du (x-a)(a- ac) 
1 € 
à nee” 
onprend  k=—— 2 AE 
a-uc 


2°) Si uo = @ la suite est constante. Sinon, la suite n'est pas stationnaire CL un # @ 
pour lout n. Posons 


La suite {va est donc arithmétique de raison k. 
Vn = Vo + nk. 
Un = + Mn 


=a+ 


Wrnk 


puisque k #0 car € # 0, la suite [un] converge vers @. 


3°) Si la suite un est définie jusqu'à l'ordre n seulement . 
C'est à dire ui # -d/e pour i=0,1,n-1 et un = - déc. 


On déduit du calcul précédent que 1 


RES 
vor 


nka (u, - 


Ainsi 


n(a-d)-24 
Z(T+n) 
Pour que la suite soit définie pour tout ni faut et il suffit que pour tout n € 2 


Si un=- déc alors 


Etudier la convergence de la suite {un} définie par : 
-1 
a) w=0 CNE ee 
3u,+1 
b) w=l LE res 
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Solu 
a ) Cherchons les solutions de l'équation 
1 


+1 
L-A-1=0 @ Le. & L= 122 
posors &=1-W3 pz1i+ /3 


œ 


posons 


wc 
on peut vérifier que {vin) est une suite géométrique de raison 
3-a 5 
AL LUE 
3 2-72 
By, -a 


. Etpuisquelk1> 1 


vo- 1" 
un B quand n > +. Ainsi [un] converge vers 1 + 2 


b) cherchons les solutions de fE)=£ avec = 
O=t > ç= 


C4 


eP+t+120 
3 ainsi ceuc équation n'admet pas de racine réclle. 
Par conséquent [un] ne peut converger vers une limite réelle. Elle est divergente. mg 


2u,+4 


2.29. | Soit (un) la suite définie par uo € R et W,1 = ES. 


a) Pour quelle valeur de wo la suite est-elle définie seulement jusqu'à l'ordre 100? 
b) Déterminer uo pour que la suite soit définie pour tout n. 


Solution 
a) On doit determiner uo telle que : Vn=0,1,.99 uw#6 et u100=6 


La fonction f(x)= 24 


admet un unique point fixe x = 2, f(x) 


x F6 


Vx#2 


Posons pour n< 100 Vs= 5% 
1 1 
Pourn <100 Vu = 3 3 
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Par conséquent Wn=Vo-n4 avec vo= 7 


n 
were"? 
u, 4+2n)-4n 
ans nu D+4 


Finalement , u,=6 si et seulement si 


ainsi la suite est définie jusqu'à l'ordre n = 100 si et seulement si 
_6+2.100 _ 206 
Vo 70041 101 


6+ 
b - La suite est définie pour toutne N° si uy# 


pour tout n. 


n+] 


2.30. | Soit p un entier naturel non nul, on pose : 
Lo = P Et Un+1 = P + lun pour tout n € N. 
1°) _ a) Montrer que u, est bien définie pour tout n € N. 
b) Montrer que un € Q pour tout n € N. 
€) Calculer uo ; ui , u2 et u3. 
2°) Soient Vn= Un et Wn= Uns1 Pour tout ne N. 
a) Vérifier que : 


@?+1)v,+P P?+1w,+P 


v et 


CELRREE LS 


Vas pui 
b) Montrer que les deux suites {vn] et (Wn} Sont convergentes 

(on remarquera que ces deux suites sont écrites à l'aide d'une relation de 

récurrence définie par une même fonction f ). 


3°) En déduire que la suite (un) est convergente, et calculer sa limite £. 


4°) Que peut-on remarquer, quant à la nature des termes un et de La limte £ ?. 


Solution 
Soit pe N* . on pose uo=P 
Un+1 = P + un VnenN 
1°) a - Montrons par récurrence que un est bien défini et que un > 0 pour tout 
neN. 
pour n=0 , uo=p>0. 
Supposons que un > 0. d'où  ln>C «& p>0. 


Donc un+1 > 0. 
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bj Montrons que Ÿ n € ti ue £ 


Par sé. mec: wp=pe ll donc ue Q. 
Supposons que ua € (donc un € Q*+) 


d'où 3(a,b)e N°xN* / u=4b 


# Un+1 = P+ ln =p+b/a= SE 
comme p, a, be N* donc uns1 € Q°+ 
2 2 
©) wo =p, LE 5 u=p+ “e auy=p+ pet 
P +1 p(p° +2) 
2) VneN  Vn=Un © Wn=Un+l 
8) Vn+1 © Wne1) © Un+2 


=p+ uns 


P+Dus+p  E+v+p 
AE 7 Punti pti 
Un 


=p+ 


D'où le résultat. 

On uilise un procédé identique pour Wn- 

b - Montrons que les deux suites {vn] et (Wn] Sont convergentes : 
Considérons la fonction définie par : G+im+p 


GET — 
On va l'étudier sur D = R°+. Ci 


Vnen Vn+t = Hvn) 
ct Wn+1 = Wa). 
Etudions la monotonie de la fonction f. Pour cela, calculons sa dérivée : 
2 : 2 1 
rep ED: tpa + 1 CBCRATEETIES 0 
@x+1) @x+ 1} 


Donc f est strictement croissante sur D. Par ailleurs, (D)C_ Det vo, Woe D, 
on en déduit que les deux suites {*n} et {Wn) sont monotones et leur sens de 
variation dépend des deux premiers termes de chaque suite. 


à vo) - Vo = V1 - Vo = u2 - 9 = > 0. donc la suite {vn} est croissante. 


pf+i 


) £(Wo) - Wo = W1 - Wo = u3-u = 
décroissante. 


-1 
—}— < 0 donc la suite {wn) est 
P(P?+2) : 


Par ailleurs, la fonction f (restreimie au domaine D = R*+) est strictement croissante 
con a le tableau de variations et les limtes suivantes : 
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x _|o + 
L'@ + 
67) 
1@) PU LS P 
P 
2 


ss px 
Ainsi, fD)c [p 5 lc D. 


2 

Donc f est bomée sur D, et par conséquent : V n € N vn, Wn € CR RET 
2 

La suite (vn] est croissante majorée par 


+ 
D «Lin suite [wn} est décroissante 
minorée par p. Ainsi , (vn} et {wn} sont convergentes. 

3°) Les deux suites {vn} et (Wn} sont convergentes et leurs limites doivent être 

nécessairement solution de l'équation { f(x) = x ]_c'est à dire : 
@+1)x+p 
pre * 

d'où (2 + 1x + p= px? 4x. 
ce qui donne : px2-p2x-p 
En simplfiant par p #0, il s'en suit : x2- px - 1 = 0 
Le discriminant A = p? + 4 > 0 , et cette équation admet donc deux solutions réelles 


p-vp°+4 _p+Vr+4 
FRA Tr — 


Comme les deux suites {vn} et {wn} Sont positives on a : 
lim va = lim Wn= r 
ou encore : lim un = lim ue = PR 

ne née 
Les deux sous-suites (u7n) et [un+1} sont convergentes et tendent vers la 
même limite, donc la suite un) est convergente et tend également vers cette limite. 


Soit£= * 
4°) On peut vérifier que pour tout pe N*ona: Le R\Q, Ainsi, la suite des 


nombres rationnels u, admet nour limite un nombre irrationnel. 
1+ 


Exemple : pour p=l. f-—5— € RQ. 
Li est appelé le nombre d'Or = 1.618 “correspondant à une proportion considérée 
comme particulièrement esthétique ". (Larousse) = 


p+Vp+4 
PER*S 
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FONCTIONS NUMERIQUES DE LA VARIABLE 
REELLE 


Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes : 


29 f@= x 39 fG=/cos2x 


19 f@)= VTx+ J 


1 
49 = Los + 59 L (= Aresin(1 -x?) 


Solution 
Désignons par Df le domaine de définition de la fonction f. 
(on rappelle que Drest l'ensemble des nombres réels x tels que f (x) existe). 


19 f@= -x+ 


xeDp & [-x20 et 1-x>01 d'où Df=]-,0]. 
2) f@=Vgx 
xe Df © WW x20 © 3ke Z wlqu: xeIk=[kr,kr+m2[. 
d'où Df=U Ik. 
kez . 
3°) F(x)= cos 2x Df= UV ta/4+kr, m4 +kr). 
keZz 
4) tG= Log 4 La fonction Log étant définie sur ] 0 , + ce { : 


KE Dy & x#3 à 520 © (1+0(G-0>0. 
d'où Dp=1-1,3(. 


5°) f (x) = Arcsin (1 - x2). La fonction Aresin étant définie sur [- 1 , 1] 
xe D æ -iSI-x2< 1.Donc D=(-/2:2] = 


3.2 | Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes 


2 
x-1 fRT 
19 = th Fa 29 LG Arte 


2x 


x) 


39 f)=Amch(Gx+2) 49 1@)=Amth 


a 


Solution 
1°) La fonction 1h est définie sur , donc F (x) existe si 
est vérifié pour tout x € À Ft 


est défini, ce qui 
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Donc Dr=R 
2°) La fonction Arctg est définie sur R. 


[52 n'appartient à R que si x #-1 
x+1 


et (&-1) (+ 1)20. c'estä-dire que x€ J-,-1[U(1,#+[ 
d'où Df=]-æ,-1{U(1,+. 

3°) On sait que la fonction Argch est définie sur [1 , + + [, donc f (x) existe si 

3x+221 donc De={- 1/3; +. 


4°) La fonction Argth est définie sur }- 1,1 [ donc f est définie si : 
etx# 1. @-x 
donc f (x) existe si et seulement si : 


2x 


EL 


x#1 mel 
2x<(1-x) e x 4x +150 

-(1- x) <2x 2 #1>0 

D'où Dy=]-,2- 4/3 (U]2+/3;+0{ = 


ite en xo de la fonction f définie par : 


2x sin 3x 
= 29 fG)= » X,=0 
19 FQ=ÈT , x,20 DR 


-si = 
ISLE xs 49 G)=x2(1-00s 13) 


39 F@= : 
G2-x? à 


Solution 
1°) On sait que 1g2x © 2x puisque limtgu/u= 1. 
donc f(x) 7 2x4x u0 
et par suite: lim f(x) =2 
x0: 


2°) On sait que sin x æ x etigx 7 x donc: 


sn 


ne et par suite im £ (x) = 3/7 
ax © fx La PT 
3°) Posons x/2-x 


Or 1-cost = 12. 


D'où lim£(x) =lim 
27 


x 10 É 
4°) Lorsque x tend vers - = , L= 1/x tend vers O-. 


-cos (1x) _ 1 -cost 
= 


On peut écrire : (x)= - 
ms É 
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et d'après la question 3°) : lim F (x) = lim 
x. 10 


3.4 | Etudier la limite de la fonction f au point x,, = 0, dans les cas suivants : 
es + a 
19 fG= 


Va +bè.b 


sinx 


29 f(x) 


Solution ja 
1°) En caleulant directement la limite de f on constate que lim f(x) = 
x 0 


T6 


Plusieurs cas se présentent alors : 
ler cas: Si b<0. 


(0 si a20 
moe si a<0 
2ème cas: Si b>0 et a<0. 
lim £ (x) = + ce 
x + 0 


3ème cas: Sib > 0 , a > O.On a alors une forme indéteminée pour lever 
l'indétermination, on multiplie et_ on divise par l'expression conjuguée du 
numérateur et du dénominateur, il vient : 


/e+b+b 
Ÿ x 4 a +a 


= 


et donc lim F (x) = ba 

x0 
4èmÉ cas: Si a=0 et b=0 onaf(n= 1. 
2)Ona l-cosx=2sin?x2 el sinx=2 in x/2. cos x/2. 


ñ sin x/2 cos x2 


mor ctalors limf()=/3 et lim (= -/2 


x 0+ x 0 


donc f(x}= 


3.5 Etudier la continuité de la en fsurR 
x7 1 
19 LE —— 29 F(x)=1g— 
xR + D @-4) PATES 


Solution 


Fest définie sur R\(0,-1,-2,2) 


Comme f est une fraction rationnelle, donc elle est continue sur son domaine de 
définition. 
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3.6 


De plus: limf(x), limfG) , dim £ (x) et lim £ (x) 
x0 x -2 x—-1 1-2 
sont infinies et par conséquent f ne peut être prolongée par continuité en ces points. 
2) F(x)=1g1/x Fest définie sur R-{0:;2/(k+1)x oùke Z} 
elle est continue sur son domaine de définition comme composée de fonctions 
continues. 
Etudions la continuité au point 0. 
Soient deux suites (xn)ne Ne et Onnen telles que : 


2nx ren 
ona limxp=0 et limyn=0 
n+e a+ 
Mais f (an) =tg nr) =0 et fn) = 3 
donc limf(xn)=0 et lim f(yn) = 3 
n+e n+e 
t par conséquent f n'admet pas de limite en 0 et ne peut être prolongée par continuité 
en ce point. De même, on ne peut la prolonger aux points Zx = 2/(2k + Ir. 


K € Z, puisqu'elle n'admet pas de limites finies en ces points. n 


Etudier la continuité de la fonction f sur R : 


À 
n) tee(/S) 2) f@OSE 12-131 


Solution 
F) te =e( f5) Lest définie surR* et ona: Vne N* 


fŒ=(m-1) si 2(n-1) < x <2n2 


f@=n sin <x<2(n+ 1)? 


=U (126-0221) 
ne N° 


f'est alors continue sur I, 


deplus limf()=zn et  limfGzn-1 


? x 2? 


2 


x 20 


>? x>2n 


et par conséquent £ est discontinue en lout point Xn = 
29 f()=EL (2-1) /x] même raisonnement qu'au 1°). 


f'est continue sur R+ -{ ne N*} 


W2-1Ÿ 
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3.7 | Lever l'indétermination et prolonger la fonction f par continuité en xo. 


19 ET À 1,20 29 F@=G halo -0) + * 


x 
Solution 
VAI -1 
1) Fe RE est définie sur L- 1, +1 - {kr : QK+ Dr2/kE N] 


L'est définie au voisinage de xo = 

et lim Ê(x) = lim PRE er 

x 0 x 0x. (/x+T +1) 

donc en posant f (0) = 1/2, on prolonge ainsi f par continuité en x5 = 0. 

2) F (x)= (1 - log x) log (x - e). 
D=lei+æl 
Calculons lim f (x) 
x et 


x 


+ 
NE: 


log x 


lim LG) = lim (e-x) (log (x -e) 


xet xet . 
Or lim is À 2 im LH CNICEES 
x et x ct 
et  IimG@-xlog G-e)=0. doù limf(G)=0. 
xt xct 
On peut alors prolonger f par continuité en x, = € en posant f (e) = 0 : 


Lever l'indétermination et prolonger la fonction f par continuité en x, : 


19 f@= [5 - EE” 
x ge 
x 


29 f@)= 


Solution 
1°) f est définie sur un intervalle du type ] o , ne a>0 


et limf@ = a 
x 0+ De PRO Ra 


=0 
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donc f est prolongeable par continuité à droite en x, = 0 et on prend f (0) = 0 


sin x 


puisque _ lim £ (x) = - 1/2 on pourra prolonger £ par 
sn2#x T7 


continuité en posant £ (1) = - 1/2. 


2 1@= 


1-2 cos x 


3) fG)= -Onpos 1=#-3x. 
7 


Su 

donc 1-2cosx=1-cos13 - ,/3 siny3. 

et puisque 1- cos us À 18 et sin V3 qu 

sint3 
ï 


donc lim f(x) = im 15% im 3. 
xn3 10 1 0 


eten posant f(x) =- /3/8 l'est prolongé par continuité en xo = 1/3. 


=-V3 13 


Soit f la fonction définie de [0 , 1] dans R, par : 
x 


fG= 
+1 


a) Montrer directement que f est strictement monotone. 
b) En déduire que l'est bijective et déterminer [| 


Solution 
a) Soit (x ,x2)e [0,1] x [0,1] 
Supposons que x > x2 
Gi -x) (1x1 %) 
Ona f(x) (ae 
Q+ x) (+ x) 
LG) FC) 
ETS 


donc le signe de est celui de (1 - x 1x2) 


mais OSxySi et OSx?<1 donc 1-xx2 20. 
est alors strictement croissante (car 1 - x 1x2 > 0) 


b) f étant continue sur [0,1], strictement monotone donc elle est bijective de [0,1] 


sur f (0,11) = (0,1/2]. 
Déterminons € ! 


F1 est définie sur [0,1/2] à valeurs dans [0.1] , continue et strictement croissante 
sur (0,1/2]. 


De plus par définition on a pour x € (0.1/2) ety e (0.1]y=F1 (x) € x=f(). 


; 
14 


donc x & xÿ-y+x =0 
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ce qui donne pour x € | 0, 1/2] une unique solution : 


z 
1217 4x appartenant à l'intervalle 10 , 1] 


— & une fonction continue et vérifiant : 
; limf(x)=B avec AB <0. A ct B peuvent être infinis. 
xo+e 1. 
a) Montrer qu'il existe deux réels xQ et yo tels que (x) :f (Yo) < 0. 
b) En déduire que l'équation f (x) = 0 admet au moins une solution réelle. 
€) Etudier le cas où l'est un polynôme de degré impair. 


Solution 
a) Distinguons plusieurs cas : 


ler cas : Supposons que A et B sont finis et que AB < 0. 

(on prend par exemple À > 0 et B<0 et le cas contraire se démontre de la même 
manière). 

On a par l'hypothèse lim F()=A et Limf(x)=B. 


x +0 FRA 

Donc Ve>0 3a>0 wlqu x>a@ ona lf()-Al<e. (1) 
Ve>038B>0 telqu x<-B ona If(-Bl<e (2) 

Prenons alors € = À dans (1) et € =-B dans (2). 

On a alors pour tout x > & O<f(x) <2A 

et pour tout x < - B 2B< f(x) <0 

Il suffit de prendre n'importe quel x6 > & 

etYo<-B onabien f(xo). f (fo) <0. 


2ème cas : Supposons que A et B sont infinis par exemple A=+ et B=- 60. 
Puisque lim £(x)=+ et lim F(x)= -5 

x + roc 
on a alors : 


Va>0 3B>0 t&lqu x>fB  ona f()>a 
Va>0 3B>0 telqu x<-B ona f<-a. 
Donc: Vx>B f@ >0 
Vx<-B f@<0 
I suffit donc de prendre x9 € 18, + = [. 
&tYo€l-,-B{ onabien f(x). f (Yo) <0. 
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3.11 


3.12 


3ème cas : Supposons A fini et B infini (Par exemple A>0 et B=-<). 
En combinant le choix du ler cas et du 2ème cas. On démontre aisement le résultat. 


b) l'est continue sur R, elle l'est donc sur [xg : Yol- 
et Lo) - f Go) < 0 
Donc d'après le théorème des valeurs intermédiaires : 
3 4x0 Yo [tel que (M = 0. 
€) Si F'est une fonction polynôme de degré impair, elle vérifie les hypothèses de 
l'enoncé donc appliquer a) et b) et conclure : 
Tout polynôme de degré impair admet au moins une racine réelle. C] 


Démontrer que l'équation (E) admet au moins une solution réelle. 


€) 


Solution 
1 1 
Posons LOLES COS X + —— 
@+1Y 
L'est définie, continue sur tout intervalle ne contenant pas - 1. 


1 1 
De plus LOULE -——>5>0 
@x+1) 
a FGm= à + <0 
Gr+1) 


Donc d'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe ce ] 2x , 3x { tel que 
f()=0. 


Montrer que les équations suivantes admetlent au moins une solution réelle. 
a) x + 3x2 + 15x-7= 0. 


b) 4 -2x3 + 3x2-x -5 =0 
©) 1+sinx -x2=0, 


Solution 
a) On pourra, en étudiant les variations de la fonction f définie par 
F (= x3 - 3x2 # 15x - 7 démontrer que f (x) = 0 admet une solution où 
encore en remarquant que f (0)=-7etf(1)=6 
El, par application du théorème des valeurs intermédiares il exixte x, € 10 , 1 [ 
tel que f (xo) = 0. 
on peut étendre ce résultat à tout polynôme de degré impair (voir Ex 3.10) 


60. Fonctions numériques de variable réelle 


b) Même raisonnement qu'en _ a sur {- 1.0] 


€) Posons f (x) = 1 + sin x 


£estcomtinue sur [0 ,#| et ona:f(0)=1 et f(m=1- 


d'où 


quation £ (x) = 0 admet une solution dans l'intervalle 10 , x | = 


Soit £ : à -> À une fonction continue admetiant des limites nulles en + = 
cten- 
a) Monwrer que f est bornéc. 
b) Est-ce que les deux bornes sont nécessairement atteintes ? 
<) Est-ce que l'une au moins des deux bornes est nécessairement atteinte ? 


Solution 


a) Comme lim F (x) = 0, on a d'après la définition de la limite en prenant € 
xt 
3A<O : Ver Ix<A = Ifl<1] 
et 3B>0 :VxeR [x>B = If()l<1] 
Ainsi: Vxe bæ,AlU]B,+æl : If(l<l. 
De plus f'est continue sur À donc en particulier sur A, BJ. Elle est donc bornée sur 
LAB]: 


3M>0/V xe LAB] :IF()I<M. 
si l'on pose Mÿ = sup (I.M) il est clair que Ÿ xe R 1f()1< Mo 
Par conséquent, f est bomée. 


b) les deux bornes ne sont pas nécessairement attcintes. 11 suffit pour s'en aperçe- 
2 
voir de considérer la fonction f définie par: f(x) =" *” 


f est continue sur R et lim F (x) = 0 


xt 
Une étude succincte de la fonction f, montre que : 
inf f(x) =0 et sup F(x)=1 
xXER xEeR 


La borne supérieure est attcinte car F (0) = 1, tandis que la bornc inférieure ne l'est 
pas puisque la fonction exponentielle ne s'annule jamais. 

€) Montrons que l'une au moins des deux bornes est nécessairement atteinte. 
Supposons qu'aucune des deux bornes n'est attcinte. 
Soit a=inff et B=sup£ 
Si f n'est pas identiquement nulle (cas trivial), au moins l'une des deux bornes n'est 
pas nulle. 
Supposonss que a # O (le cas B # 0 se déduit de celui-ci en considérant la fonction 
g=-f). 
D'après l'hypoièse (lim £ (x) = 0) on peut écrire, en prenant _e=1@ V2 dans la 

Fe 


définition de la limite que 
Q) 3a>0 / Vxe kæ,-a[u]a,+æ[ : If(i<la2 
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Or par définition de la borne inférieure : 

@) Ve>0/3xeR/ asf(<a+e. 

Si on prend en particulier € vérifiant 0 < € < | & 1/2 la relation (2) devient : 

G Vee]0,lalW[ 3m%eR: asf(r)<a+e. 

Et puisque, d'après (1), pour tout _x€ R\[-a.al. If(@)I<I@U2 donc 
x€ Ea,al. 

Par conséquent a est alors la borne inférieure def sur [- a . a] or f'est définie et 
continue sur [- a , a] donc elle est bomnée et atteint ses bornes. 

Ainsi, la bome inférieure «serait atteinte. 


Ce qui contredit l'hypothèse et prouve que l'une au moins des deux bornes est néces- 
Sairement atteinte. 


3.14 | On considère la fonction f définie dans R par : 
F () = Aresin x + Arcsin 2x. 
2) Préciser le domaine de définition de f et montrer qu'elle est injective. 

b) Sur quel intervalle, la fonction réciproque de l'est elle définie ? 


c) Résoudre l'équation f (x) = 2/3. 


Solution 
a) f'est définie si et seulement si:-1$ x£1 et-1S2x<1. 
Donc Dr= [-1/2 , 1/2]. 

Montrons que f est injective. Pour cela, il suffit de montrer que f est strictement 
monotone, les deux fonctions x -» Arcsin x et x —> 2x sont strictement croissantes 
Donc leur composée est strictement croissante sur Dy. Comme f'est la somme de 

deux fonctions strictement croissantes, f est aussi strictement croissante sur Dj. 
C'est-à-dire: VW x,xe Dr [x<x =  f(x)< f(x] 
Cestèdie VO xixeDr [xex = f()# f(x] 
Donc f'est injective. 
b) f étant continue et strictement croissante, c'est une bijection de [- 1/2 , 1/21 
sur [f(-12),F(2)1=1-273 27/3]. 
Par conséquent F | est définie sur [-2r/3 , 2/3 ]. 
Of@=28 © x=flOm3) & x=12 


3.15 | Soit f une fonction définie et continue de [a.b] dans [a,b] telle que f o f soit 
injective. Montrer que f'est injective et que f o Ê_ est strictement croissante. 


Solution 
Montrons d'abord que f est injective. 


Soit (xx) € [a.bl2. Supposons que f (x) = £ (x) 
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Par hypothèse : f(x)e [ab] etf(x)}e [a,bl 

fest alors une application de [a,b] dans [a,b] donc : f (f(x) = f (f(x) c'est à dire 
fof(x)=fof(x). 

Or fof est injective donc x 


et par suite Fest injective. 


Montrons maintenant que Fo f est strictement croissante. 

Pour cela, il suffit de démontrer que f est strictement monotone. 

Supposons le contraire. Ii existe alors rois réels a < f <Y deux à deux dinstincts et 
tels que F(æ) < (7) <f (B) (l'inégalité dans le sens contraire conduirait au même 

résultat). 

f étant continue sur [ab 

donc en particulier sur 

Lo.B]. D'après le théorème 

des valeurs _ intermédiaires 

elle atteint toutes les 

valeurs situées entre fa) et f(B). 

Orf(#e 1f(a), £(B) [donc : 

ce Ja, B [ tel que F (9) = (©). 

cestèdire: a<e<ÿB<y d'où c<y. 

Ce qui est absurde puisque est injective. 

Par conséquent f est nécessairement strictement monotone. 

Ce qui entraîne évidemment que f 0 f est strictement croissante. 


Soient f et g deux fonctions numériques définies et continues sur un même 
intervalle [a,b] de R et telles que: V xefabl  f()>8 0). 
Montrer qu'il existe un réel _k > 0 tel que : 

Vrelhbl  f@28@+k 


Solution 
Considérons la fonction @ définie sur l'intervalle [a,b] par : 
V xe [ab] PX= FR -8 0). 
g est continue sur l'intervalle fermé borné [a,b ] donc elle est bomée et atteint ses 
‘bornes. 


Soit k sa bome inférieure sur [a,b] : k = inf (x) 
xe fab] 
Donc V xe [ab] P@2k a) 


De plus k est atteint, il existe x € [ab] telque @(xo)=k. 

Comme par hypothèse p<0, ona: p(xo)>0,cestädie  k>0. 
Par conséquent, d'après (1) : 

3keR*, V xe [ab] 1@O280@)+k 


Chapitre HI 63 


3.17 Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné {a.b]. 
Soient x, X2-.xn n valeurs de [a,b]. Prouver qu'il existe un élément 


ce [ab] tel que : 


O=+ LE G) + Cu) + + F0) ] 


Solution 
f'est définie et continue sur [a,b], donc elle est bomée sur [a,b] et atteint est bornes. 


Posons m=inff et M=supf,m<f()sM. Vxe [ab]. 
Par suite: m< f(x) <M pourtout i=1,2,3. 


Ce qui donne Y m 
ia 


ss 
1 
il vient donc : nee Z f&)<M 


D'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe c € [a.b] tel que 


is 
o=+ La). 
‘ 


3.18 Soit f une fonction définie et continue sur [0,1] telle que f (0) = £ (1). 
Démontrer que, pour tout entier n non nul, il existe un réel xQ de l'intervalle 
10,1] tel que : 1 
LG) = Ge +) 


Solution 

Considérons la fonction g définie sur l'intervalle [0 , 1 - 1/n] par : 
g@)= f(x + 1/n)- F0) 

g est définie, continue sur [0, 1 - 1/n] 

d'après l'exercice 3.17 : si l'on prend n valeurs x}, x2 


n de (0, 1 - 1/n], ilexiste 
x0€ 10,1-1/n] tel que : 


œ Z ep= 2 rc 


=£()-f(0). 


Doù:g(x)=0 cestä-die  F(xo)= Fo + 1/) - 


3.19 [Soient f et g deux fonctions continues sur R et vérifiant, pour tout x € Q, 
£ &) = 8 @). Montrer que f = g 
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3.20 


Solution 
Posons PR=F()- 80). 
Montrons que VxeR (= 0 
Supposons qu'il existe x9€R \Q telque  @(xo)# 0. 
@ étant continue donc elle garde un signe constant au voisinage de xo. 
Supposons @(xg)>0 donc : 
Ja>0/Vxe Jxo-a,x0+al : pX>0. 
Or Q est dense dans R donc 
3re Jro-@ x+ &[n Q 
et evidemment @ (r) > 0, ce qui absurde puisque @ = O sur Q par hypothèse. 
D'où VxeR .1@ = 8 @. 
On raisonne d'une manière analogue si @ (xo) <0. 


1°) Soit f une fonction numérique uniformément continue sur [0, + se. 
Montrer qu'ilexiste ae R*, el beR tels que: 


Vxe (O+o[  IfGISax+b 
2°) Aston la réciproque ? 


Solution 
1°) est uniformément continue sur [0, + + [. Donc : 


Ve>03n>0Vxx) eR+2 [x-xlen = 11 -f(R)I<e I. 

Prenons € = 1. Soit n_ le pas correspondant : 
VneN  If(n+ln)-f@misi. 

Par suite: VneN Ilf(nn)-f@)l<n 
Soit x e Rt etsoit ne N, l'entier te] que: nn<x<(n+1)n 
ona Ix-nnien = 1f()-F(m)l<l 
d'où IF(&)-F(O)1Sn+1 et parsuiteona: 
IF@SIFOI+n+1S1f (O1 +xm+1 
Posons maintenant _a=1/n et b=lf(0)1+1 
Ainsi VxeR+  If(iSax+b. 
2°) Considérons la fonction f définie sur R4 par : 

= [ent 2 si xe[2k,2k+1JKE N 

-(@k+1)[x-@k+2)] si xe[2k+1,2k +2]. 


f est définie, continue sur R+ et vérifie, par construction : 
VxeRt  IfGISx 

Pourtant f n'est pas uniformément continue sur R+ . En effet : 

prenons e=1. 
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123456 8 9 0 1 1... 


Soit n > 0 . Montrons qu'il existe (xx) € R2 tels que : 
Ix-xlen et If@-fG)I21 

posons _&= inf (n/2 , 1). Soit k€ N° tels que : 
k2(1/œ -12 

prenons x=2k « x'=2k+0 

onabien  Ix-x'l<n 

par ailleurs LF(x)- 1 (x) = @ (2k + 1) 

entraîne alors que 1F(x)-F()121. 


Conclusion : 
Si f est une fonction uniformément continue sur R+ alors : 


JaeR*, @beR tlsque VxeR+ If(G)IS ax+b. 
La réciproque est fausse. 
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FONCTIONS DERIVABLES 
4.1. | Etudier la dérivabilité de la fonction f , dans chacun des cas suivants 


DfO= Je -1 2) 1) = log (x + /x2-1) 
s 
x 


DEC 


Solution 

1) fGo= 4-1 l'est définie sur Jo, -1 JU (I, +. dérivable sur son 
domaine de définition comme composée de foncuons dérivables, sauf aux points - 1 
el. 

ÆEtudions la dérivabilité aux points x9 = -1 , x = 1. 


lim CD 2 Him 21e Him 
x *ti x *+1 x 1 
donc : 
lim CDS jm CRE 

x+ 1 x+l 
x 1 x 1 


f'nfest pas dérivable au point x =-1. On montre d'une manière analogue que f 
n'est pas dérivable à droite au point x1 = L. 


D fx)=log(x+ VX -1) 


f'est définie sur [1, +» [ , dérivable sur }1 ,+e0[ 
Etude de la dérivabilité au point 1. 


ona lim  f@-f) = im lat -1) 


xit x] x 1+ #* 
lim TES RÉ ET) 
x 14 LUT x 

Si l'on pose L= x - 1, on obtient alors : 
lim EX im 28040. ; 
COS CET 


de plus: V/1- 14% tend vers 0+ quand x tend vers 14» donc : 


log (1+ 1-14) + J1-18? 
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42. 


3 
Donc lim ÆEG#VIIA)  tim VILA 
x-1 x-1 


x it xt 


7 
ET ES FT 
mais lim = lim 5 sim  /> 
Not æl RG el Ki) 
D'où f n'est pas dérivable en x0 = 1. 
s 
x 
F) = 


f'est dérivable en tout point de X sauf peut - être en 1 puisque pour tout x # 1 : 
Lex 
mE Te Ps) 2 
Rose + x + xl 4x1 


or lim f(x) = lim (x4+x3#+x2#x+1)=5 


x] x 1 
donc F est prolongeable par continuité en 1. 
Enposant {(1)=5 ,calculons lim 10) selle existe 
x! x-1 
s 
lim MON) im  XLS+É 2 Him x3 + 2x2 # 3x + 4 = 10 
x 1 21 GI) x i 


D'où f est dérivable en 1 ctona F(1) 


Etudier la dérivabilité de la fonction f: 


1) f@= 1x2-31 


ne-(T 
O0 silxiza 


Solution 

1) f=1x2-31 Fest défini 
sauf peut-êure en 3 et - 

Etudions la dérivabilité aux points xo = +3 .x1 = -3 


fx) = 13) 


lim | 
am * #=53p 


f 


a lim 
223 


donc la(i=9 CEE 


4.3. 


sables 
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La dérivée à droite est différente de Ja dérivée à gauche . La fonction f est dérivable 
à droite, dérivable à gauche au point 3 mais n'est pas dérivable au point 3. 
A l'aide d'un raisonnement analogue on montre que f n'est pas dérivabie au point -3 


Fest définie si xsinx 20 et x#2kX donc 


D=f{ U IGk-Dx.2k| }u( U 1Ax,@+1)r1) 
Lez Je Vies 


f'est dérivable sur Dj. f ne peut-à 


re définie par prolongement par continuité aux 


points xx = 2kT  pourk € 


Mais en O0 ona lim f&)=4/2 . Par conséquent, en posant f(0)= /3 
x 0 
onaura: Him Æ)-10),, et im (9-10 
CRC x %-0 
Conclusion : la fonction f, prolongée par continuité, n'est pas dérivable en 0. 
3) f'est définie sur R , continue en tout point de &. Elle est dérivable sur X sauf 
peut-être aux points a et - a . 
Etudions la dérivabilité au point a. 
lim -f@):0 (car Ax)=0 et f(a)=0). 


x 8 

im  -@ = im 

xs a x a. 

Posons _! 2x alors quandx-»a, X-»-e et lim XeX=0 


x X = 
D'où lim  f{x)-f(a) 
x a x 


Par conséquent, f est dérivable au point a et F(a) = 0. 
D'une manière analogue , on démontre que f est dérivable en - a. 


Soit f une fonction définie sur un voisinage de xo. 
Considérons la fonction g définie par : 


fo + x) - Fly - x) 
MAIRE DE 


a) Montrer que si la fonction f admet une dérivé à droite et une dérivée à 
gauche aupoint xo alors g(x) admet une limite lorsque x tend vers 0. 
Exprimer alors ceue limite en fonction de fa(xo) ct le(xo) 


b) Etudier la réciproque de la proposition 2) en considérant la fonction 1 
définie par f(x)=x sinlx si x#0et 1(0)=0. 
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Solution 
Puisque f admet une dérivée à droite et une dérivée à gauche au point Xo, On a alors: 
im Cote  etim Lot) 
h0+ B j ho y 
En remplaçant h par -h dans (1) on a ainsi : 

#(xo - h) -f( 
im Co Go po) et lim 
h 0 Ê h0+ 
Oo + 1) Mao) | Lo) - Lo -h) 
SE ON ES DES 

1 

Donc: lim gs UF dno)+ f'é0xg)l * lim 8h) = 1/2{ (Pgo) + lalxo)l 


=f@0)  () 


Lg - h) - (x) 
h 


00) 


or 8h) 


h0+ h 0 
D'où _ lim g(x) = 1/2 { Palo) + ao) l 
x0 
En particulier si £ est dérivable en x, on a : lim g(x) = (ao). 
x-0 


b) Prenons x9=0 et fx)=xsint/x si x#0 et f(0)=0. 
On a : g(x) = 1/2x (x sin/x - x sinl/x ) = 0 Donc lim g(x) = 0 


x-0 
Mais £ n'est pas dérivable au point 0 : 
En effet : 
lim 19-10) Lim sinlx qui n'existe pas. 
Lo 70 x20 


Conclusion : La réciproque de a) est fausse. 


Soit f une fonction définie sur ] -a, a { et continue en 0. Vérifiant : 


im O0 € où kest el que 0 <k<1 


2-0 
a) Montrer que f est dérivable en 0 et que _f (0) 
b) Montrer que le résultat reste valable si k > 1. 


Solution 

2) Par hypothèse on a : i@ 16; 
Ve>0 3n>0 telqu Vx/{ixien =f-—7—"{|<e. ] 
or O<k<1 donc IKxl<n pourtout pe N et tout x telquelx!<n. 


Des sise 
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LG -f x) 
IDE 
kx 
ra 2» -f 
= 2 


Vx/lxlén ona: -e L<e 


-£ 


La" x) 10"x) 
“RÉ men 
KO x 
En faisant la somme, membre à membre, des inégalités obtenues, il vient : 


[<e 


LEC1+k 4 ++ k"T)< APREA, Q+k+.æktlfce(+k++kml) 


Comme f est continue en 9, en faisant tendre n vers « on obtient : 


CICEONES 
ne x TK IX 
d'où le résultat . ; 
Dsik>1 et im Er . 
1-0 9 -109 
Posons X=kx,K=1/ketL=-{/kalors: C=lim ——* 
x0 
Odanes lin, OM,  hascioeker 


x 0 
Ainsi f est dérivable en 0 et f (0)= 


4.5. | Pour tout «20 on pose : fa (x) = ax + x2 sinl/x si x #0 et fa(0) = 0. 
a) Montrer que £,, est continue sur R. 
b) Montrer que fa est dérivable sur R. 
©) fa est-elle continue en zéro ? 
d) Calculer lim fa@x) et lim fax) 
XD 4e x 4e 


€) on pose xy = kr , ke Z* calculer f(x) 


5) Montrer que si 0< a < 1 alors f{ n'est monotone sur aucun intervalle 


Ouvert contenant 0. 
8) Monwer que : Vk€ Z*, f] admet un maximum local stricte au 
point x2k. 
En déduire que f] n'est monotone sur aucun intervalle ouvert contenant 0. 
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Solution 
2) lim fax) = lim (ax + x2 sinl/x) = 0 = (0). 
x—0 x0 


(car lim x2 sinl/x = 0 puisque sin 1/x est bomée et x2 —> 0) 
x-0 


b) surR*, f, est dérivable comme somme , produit et composée de fonctions. 
dérivables sur R* et Fa (x) = & + 2x sinl/x - cos/x 
De plus on a lim Kg (xx = lim (a + x sinl/x) = @ puisque 1x sint/x 1£1x l. 
x0 x 0 
donc fa est dérivable en 26r0 et F0) = & 
©) Si l'a etait continue en z6r0 , lim cos1/x = lim (a + 2x sinl/x - Fax) ) = 0 


x0 x0 
Ce qui est Faux puisque lim cos1/x n'existe pas. 
x 0 
En effet: en considérant les deux suites (x) = 1/2k7 et y, ==} pour k> 1 
il vient : PEER 


lim cos V/ax =1 et lim cos 1/yx = 


k + ke 
&) lim x sinl/a = lim ES 1 etlimcos 1x = 1 
se me née 


sin 1x 
1x 


Xe Xe x +0 


Donc lim fo (x) = lim x(u+ Js+e et imfa=a+i 
€) Pour xx = LKR, (ke Z*) on a Fax) = & - COS kT 

donc : Fo (xk) = @ -(-1). 
9) Soit 0 < a < 1 . Supposons que f{ soit monotone sur un intervalle de la forme 


l-a,afou a>0. 
l'a doit alors garder un signe constant sur l'intervale | - a, | . 


Orpour k assez grand, x2x et x2k+1 appartiennent 4 J-a,a{ et 
fatx=a-1<0 et fa Gxs)=a+1>0. 

D'où fa n'est monolone sur aucun intervalle ouvert contenant 0. 

&Ona fiGm=1-1=0 et Fi(xx)=-4kM<0 donc F1 est 

strictement décroissante au voisinage de xx et xx est un maximum local de fi 

Par conséquent f] n'est monotone dans aucun intervalle ouvert contenant 0 : 

si k estassez grand ,  xxe J-a,a{, 

F1@>0 si x<xaet f(x) <0 si x> xx (pour x suffisamment proche de 

2x) 
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4.6. | Soit F une fonction de classe C!. Considérons la suite (unln en définie par : 
uo donné et un+1 = f (un). 
On suppose que (un) n'est pas stationnaire. Montrer que : 
Si (un) converge vers £ alors IF É)1< 1. 


Solution £ 
étant continue , on peut écrire #[)=£. Supposons que 1f)1>1. 
Puisque f est continue, on considère la fonction continue @ (x) =1f (x) 1-1. 
puisque 3e>0 / Vxel]ll-e.[+el IFHI>1. 
Etcomme (uni ne N Converge vers £ 
3NEN / VnzN une IC-e,£+el 
Appliquons le théorème des accroissements finis entre un et { : 
Ilexiste centre unet£ , donc ce JL-e ,£+e { , tel que : 
(Fun) - 2) = F (€) (un -£) 
Ainsi luner-Cl= Fe) lun-El 
lune -Él>lun-Cl puisque ce J£-e,[+el 
Cette inégalité étant vraie pour tout n >N ,0n a: 
Vn>N  lu-Él2lun-ft 
or lun -[1> 0, puisque la suite { uj] est non stationnaire, donc la suite { lun-[1} 


ne peut tendre vers O et { un} ne peut converger vers £ . Ce qui contredit l'hypothèse. 
Ainsi FOIS 1 = 


4.7. | Soit la fonction définie par: f(x) = (2-1), ne N* 
a) Montrer que l'on a: (x2- 1) f(x) = 2nx f(x). Q) 


b) En déduire que l'on a : (2 1)%*%x) + 2x 0x) - n (n+1) #%x) = 0 


Solution 
a) On a F(x) = 2nx (x2- 1p1, 
En multipliant par x2-1 ona (x2- 1) f(x) = 2nx f(x). 
b) En dérivant (n + 1) fois la relation (1) il vient : 
G2-1)F (x) 14) = [2nx (x) 140) 
En appliqunt la formule de Leibnitz on a donc : 


n+i 


ne 
2 Crete n0 ft Dern L Ci atet0 on 
- “0 

or (2-1) 20 Vk23 et x&) = 0 Vk22. 


D'où : 2-12) + 2x (x) -n (n+1) x) = 0 
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Soit fo)= V1+x7 


a) Démontrer que l'on a : (1+ x2) F(x) = x f(x) @) 
b)En déduire la relation : 
x) 260 + Qn-1x 0x) + n(n-1)#%0=0 (2) 


€) Démontrer que #8%1{0)=0 pour tout n€ N. 


Solution 


a)0na f @= 


Visé 
En multipliant par (1 + x?) on obtient la relation (1). 
b) En derivant (n + 1) fois la relation (1) et en utilisant La formule de Leibnitz 
on a la relation (2). 
©) On procède par récurrence : f (0)= 0 la formule est donc vraie pour p = 0. 


Supposons que : _#2“lo) = 0 et montrons que 123%) = 0 
D'après b) on a : 

Gex) 12060) + Gp Dx 2x) + 2p(2p +1) 18406) = 0 
Doù:  #2#%0)=-2pQp+ 1)10)=0 D 


On considère la fonction £: R —> R définie par : 
-1 
f@=) 2 silxi<l 
e 


3 silx121 
Montrer que f est indéfiniment dérivable. 


Solution 
Il est clair que f est définie, continue sur R et dérivable sur R - (-1, 1). 


De plus pour tout n € N* : 
: 


ga 0 QE silxlel fx) =0 silxl21. 
rar 


Où Pa est un polynôme de degré n. 


lim fXx)=0 et 


x 1 
PNPO 

lim fXx)=0 et lim 80 

x = -l x -l = 


D'où f est indéfiniment dérivable sur tout R. 
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4.10. 


4.11. 


Fonctions dérivables 


Peut-on appliquer le théorème de Rolle aux fonctions suivantes : 
a) f(x) = sin2x sur [0,7]. 


] ras LEE sur (+1, 1]. 


‘ 
o f@=1-S/x surf, 11. 


d) f@= FF sur L-K/2 , 7/2] 


Solution 
a) l'est continue sur [0, X] , dérivable sur 10.Æ[ et #0)={(x) donc on peut 
appliquer le théorème de Rolle à f sur (0, 7] 
existe alors € € JO, tel que f(c) = 0. 


[2sinc . cosc = 0 = rx2] 
b) f'est définie sur [-1, 1]- (0) ,et lim f(x) =0 car 1-cos 27x 5 ar2x2p. 
x-0 


Donc , en prolongeant f par continuité en O en prenant f(0) = 0, 
f'est alors continue sur [-1, 1]. 


deplus lim LOTO) À tim Lee, 2x2 
c 
x0 x+0 # 


donc f est dérivable sur J-1, 1 et f(-1) = (1). 
Le théorème de Rolle est alors appliquable à f sur [-1,1] et on a alors L'existence 


d'un pointe € }-1,1f tel que F(c) = 0. 


c)f'est definie continue sur [-1, 1] et f(-1) = (1) . 
Mais f n'est pas dérivable en 0 donc le théorème ne s'applique pas. 


d)f (1/2) # F(m/2) donc le théorème de Rolle n'est pas appliquable. 


Soit f la fonction définie par : f(x) = Log (1 + ax) où @œe R*+. 
Soient a et b des récls tels que -1/a <a Sb. 
a) Démontrer qu'il existe c € a, bl tel que : F(b)-f(a)=(h-a) lc) 
b) Détérminer c. 
Solution 


a) Fest définie sur} -1/ , + | 

Donc f est définie , continue sur ab dérivable sur Ja, bi 

D'aprés le théorème des Accroissements finis, il existe € € Ja, bl tel que : 
F@)-F (a) =E-a)r() 


Chapitre IV. 75 


b) ona fG=— 
1+0ox 


Donc  log(1+ab)- log (1 + æa) 


l+ac 


D'où : D5s 
T+0b 
MERE é 
(Traë) 


4.12. | Soit f la fonction définie par : 
L@=x (+1) (+2) 1)(x-2)(x-3). 


Démontrer que ff", f", 14) ont respectivement 5, 4, 3, 2 racines réelles. 


Solution 
Ilest clair que ! admet 6 racines : 
x=-2,x2=-1, x3=0,x=l, x5=2, x6=3. 
Dans chacun des intervalles {xj, xi+1] 1Si<5, f vérifie les hypothèses du 
théorème de Rolle, donc ilexiste ce Jxixi+1[ 1Sis5 tel que (ci) =0. 
Ce qui montre que {admet 5 racines . 
Un raisonnement analogue , montre que ff" et f(#) ont 4,3 , 2 racines réelles. = 


4.13. 


Solution 
x = 0 est bien solution de l'équation e*= 1 -x . 
Supposons qu'il existe une deuxième solution x9 # 0. et considérons la fonction 
f définie par £ (x) = e* - 1 +x 
f'est continue , dérivable sur R donc en particulier sur [0, xo] si xo > 0 
Qu 1x0. 0] si xo <0) eton a: F (0) =f (xo) = 0. 
Donc d'aprés le théorème de Rolle ilexiste € € 10, xol tel que : 
F@=0 cestädire e°=-1 ce qui est absurde. D 


4.14. | Montrer que l'équation x-e*=0 admet une solution unique xo € R et 
que 1/e < xo < 1. 


Solution 

Posons f(x) = x - e°* 

f est continue et dérivable sur Retf(m)=1+e* , F(x)>0. 

est alors une bijection de R sur R. Il existe alors x € R unique tel que f (xo)= 0 
Deplus f(1}=1-1/>0 et F(1/e)=1/e-e1€ <0 

D'où:  le<xo<l. = 
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Soit h un réel strictement positif. En appliquant le théorème des Accroissements 
finis sous la forme : 

fGo+h)-FGo)=hf(@o+8h) où 8e]J0.1L 
expliciter en fonction de h et étudier sa limite lorsque h tend vers O dans 


chacun des cas suivants : ï 
a) fH=2x2+3x+1 , HER b) fW=Tx X0 € R*+ 


co) fR)=e* »%0=0 d) f(x)=2+ 


Solution 
Dans chacun de ces cas, f est continue sur [ xo, xo+h] et elle est dérivable sur 


1 xo: Xo+h [ donc il existe 8 € 10, 1 [tel que : F(xo + h) - f(xo) = h l (o+ôh). 

a) 2@o+h) +30ç+h)+1-(x8+3x0+D=hl4(5+0h)+31 
donc après simplification il reste : 

2h2 = 40h? d'où :8 = 1/2 
b) ona EE Le 
+ro+h 14x00 (+ xs+ 6h) 
donc : (1 + xo + Oh )2 = (1 + xo) (1 + xo+ h). 
qui nous donne une équation de second degré en 8. 
62h2 + 26h (1 + xo) - h (1 + xo) = 0. 


1+x0)+ /T +0 +xç+h) 


donc 0= , (on a rejeté la solution négative) 
1 
ao #90) 1 
0 ho0 TNT ra) + (14 x0) 
ET gaûk 
c)ona € =h.e 


ce qui conduit à : 
1 # 
D 
Etudions lim (h): 
h=0 
Par applications successives de la règle de l'Hôpital (cf l'exercice 18 /ch IV). 
On trouve 


) 


{ 
LAS vus _1 -1 
=e d'où = Lol F 


1 
im 6 (h=— 

z 
no 


don af (x +h)-f (Ro) = h F (ot 8h). 
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or F(x+8h) 


2/x,+ 0h 


h 
Doù: Vh= ce qui donne 9 2 0] 


4.16. |Démontrer les inégalités suivantes : 
a) sinx < x six2> 0. 
b) log (1 + x) < x six > 0. 
c) Arc x< x six > 0. 


d) Arcsin x < si O<x<l. 


» 
x 
ox <igx et x +7 <u8x sixe 10, 7/2 


Solution 
a) La fonction 1 + sint est continue sur [0, x] et dérivable sur J0, x [ pour tout 
x >0. Donc d'aprés le théorème des Accroissements finis il existe € € 10, x [ 
tel que : sinx = x cosc 
or 0<cos<1 d'où six sx  Vx>0. 
L'inégalité est évidemment satisfaite si_ x = 0. 
b) On applique le théorème des Accroissements finis à la fonction 


& log (1 +1) sur l'intervalle [0, x] on a: 


1 ÿ 
log(+x)=<r or —<1 d'où le résultat 
+c l+c 


c) En raisonnant de la même manière qu'en a) et b) il vient : 


x 
= mais —— <1. 


Arc ; 
14€ 1+6 


d) même démonstration que precédement. 
€) En appliquant le théorème de Accroissements finis à la fonction £ > 1gt sur 
10, x} puis à la fonction 1 > tgt - (1 + 13/3) sur [0, x]. = 


4.17. |Démontrer que: V(a,b)e R2  telsque O<a<b 


DS 


Solution 
La fonction 1 logt est définie, continue sur [a, b] pour tout (a, b) € R2 
telque  O<a<b etelle est dérivable sur Ja, b[. 
Donc d'aprés le théorème des Accroissements finis il existe c € Ja, b[ tel que : 
logb-loga=(b-a).1/c 
or a<c<b donc 1b < 1 < l/a. 
Dos rs bre Dee 
pr SMS < — L 
Démontrer que : V (a,b)e R2 vérifiant : O<a<b</2.0Ona: 
b-a 


7 
cos?a 


<gb-lpa < 


Solution 
Le théorème des Accroissements finis appliqué à la fonction 1 > 1gt sur [a, b] 


VableR? : O<a<b<m/2. 


oùce Ja, bl. 


donne mb-qa= 22 


cœ?c 


Mais la fonction cosinus est décroissante sur [0, x/2] donc : 
cos2b < cos? c < cos?a. 


D'où : wbcue < = 
où : 2 € big < 
cos/a cos/b CL] 


On considère la fonction définie sur R par f (x) = x - cos x . 
1°) Montrer que l'équation [x - cos x = 0] admet une solution x,, dans 


(6 , x/4] 


4.19. 


-2V3 
2°) Montrer qu'il existe € € Ja, #4 Ltcl que: © Vs 
F-4x, 
Solution 
1°) La fonction f est définie et continue sur l'intervalle 
r V3 Vi) 
(nié , m4] et t@=|2 |. LS 
Er/6 , r/4] ct f(x/6) f(x 4) (x 73 7 )< 


D'après le théroème des valeurs intermédiaires, il existe une valeur x,, comprise 
strictement entre x/6 et x/4, telle que f(x) = 0. C'est à dire x, est solution de 


l'équation [x - cos x = 0]. 
2°) f'est définie, continue et dérivable sur 2. En particulier elle est définie ct 
continue sur [x .#/#] et dérivable sur Jx,, m/4l. Ainsi, elle vérific les 


hypothèses du théorème des accroissement finis . 
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D'où: f(m4)-f(x)= fe 


k É # m-2V2 
Ce qui se traduit par: 3ce x, 7 =1@. 
r 4x, 
Ceci provient du fait que f(x,)=0 etque x, #x/4. = 


4.20. | En utilisant la régle de l'Hospital , calculer les limites : 
2 
Dim 1-05 )lim 1-C5% 3) im fitos 
x0 x x 0 xsinx x m2 (m-2x) 


Solution f@) _ 1-cosx 
7 


1) On applique La régle de l'Hospial au rapport 


fonctions f et g sont définies, continues et dérivables dans un voisinage de O et 


puisque les 


LG) _2xsinx?_ sinx 


CEE ER ER 
EG 4 2% 


2 
or lim SM e donc lim 
x 0 2 x 0 


l-cos _1-cœ@? x 


1-cosx?_ 1 


2) Donc lim 


sax x sinx x 0 Xsinx 
3)Posons  f(x)=log(sinx)et g (x) = (x - 2x)? 
f et g sont deux fonctions définies, continues et dérivables dans un voisinage de 
a/2 etona: 


(d'aprés a ). 


DER et g'@=-4(r - 2x). 


qui conduit à une indétermination. 


Une deuxième application de la régle de l'Hospital à ©Sx_ donne : 


. cosx : -six _ 1 F2 
lim = lim Hat 
x m2 2x x m2 
1 f&@ _ 1 
D'où lim © @_. 1 parconséquent lim = 
ORE Em 8 
= m2 x m2 
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4.21: | En utilisant la régle de l'Hospital calculer les limites . 


log 1g7x : shÂx- sh?a 1 s 
Dim jggx Dim —3 ; Slim el 
x 0 ag Tr x 0 


1) Un calcul directe de La limite , montre qu'on a unc indetermination. 


1) _ log (7x) 

Appliquons don la régle de l'Hospital à = jou q) 

continues et dérivables sur tout intervalle de la forme ] o , a { et on a : 

7 (1+1827x) 2(1+18/2x) 
Ex Ex 


- f'et g sont définies, 


fG)= 8 C 


HO) ET 
DOTE 4 


Appliquons la régle de l'Hospital à 2%. 1g 2x eg 7x vérifient les hypothèses 
de l'Hospital et on a : 7x 


donc qui conduit, encore , à une forme indéterminée. 


2 
dim EX = iim ARLES 
20% x 0 7(1+18/7x) 

7G+870 7 
omlim Se à D'où lim = 
o20 +1? 2x) 8 @) 
x x 0 
à é f@) 
Finalement : lim = 
TC) 


2 
Séries te a#0 (sinon lim se = lim =: ) 
x 0 x x 0 
Enposant f(x) = shx-shla ct  g(x)=x2-a2 


oma 2h Q im LA) 5h29 
8 x) 2x res (x)  2a 

Doù lim L® 2im LG) sh2a 
sa 50 2 


3) Calculons : li 


) xe-e+1 
& 8,=x . Donc — 
BG) x(e*-1) 


Posons f(x) = log (£: 


fi 
+ 
x 0 8% 


présente une forme indéterminée 
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posons f) (x) = xe* -e* + 1 et 82 (x) = x (c* - 1) et appliquons une deuxième fois 
la règle de l'Hospital à £2 (x) / 82 (x) : es 

. . x ” 
H@=xe et g'@)=et+xe*-1 et im —— "onduit également à 


une forme indétérminée. 20820) 
Une troisième application de la régle de l'Hospital donne : 
F6) 
Um — 
1-08 0 


Utilisant le développement de Mac laurin de la fonction F (a) = log (1 + x) 


Déterminer la limite de la suite de terme généralU,, = LA/2 + 1/3 +..+ (1) 1 


lorsque n_tend vers + 


Solution 
F@=(+x)1 L'@)=-1(1+ x)2 L'@=2(1+x)3 

L'est de classe C® sur ]-1,+{ et M) = (-1)%T (n- 1)! (1 + x)". Ce qui nous 
#°%0) 


permet de calculer : 


Pour tout x € J-1, + c [: 


ni " on 
x a X à 
log (1+x)= x - PRTONLENETE | 
, “ CAMES 
avec c=6x , 8e]0,1I[ 
pourx=1 ona: EN 1 
=. à Re — à Re 
lo 2= Un + Ro Où RE EL 
lim R,=0 Parconséquent: lim Uy= log2 = 
nu +e n= + 
4.23. Etablir les inégalités suivantes : 
x g 
a x-Z Slog(l+ £x- + pdir x > 0 
2 2 4 
LL £cosx < 1-42 ur tout x € R 
b- 1-7 <css 1-7+3 po 


ns dérivables 
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Solution 
a) La double inégalité est vérifiée si x = 0. Supposons x > 0 
La formule de Mac Laurin à l'ordre 2 appliquée à f (x) = log (1 + x) donne : 


2 s 
5 8e Jo, 11 


LD = x + — 
2 3a+0x) 


+ a ra 
puisque x>0  ,ona: 0 < —* <E 
3a+ex 7 
& 3 
Finalement: x-% <log(1+x) < x F  Pourtoutx>0. 
b) Appliquons la formule de Mac Laurin à la fonction cosinus : 
Ê 
cosx= 1-2 c0s8,x 
é 
Moser avec 61,8 € 1011 
On déduit alors le résultat à partir des inégalités 
2 À « 4 
Lee a jesex <7 = 


7 7 æs0x 


Soient xÿ € R,e € R°, et fune fonction de classe Cn+1 sur l'intervalle 


424. 
Bo: €, xot el, telle que £ (+1) (x) #0. 


Montrer que le réel @ (h) défini par la formule de Taylor 
“1 . 
LE ee a+ he @) 


h 
Lo + D 1 9) + PE D ++ 


ifie : li =— 
vérifie DRE 


Solution 
Ecrivons la formule de Taylor à l'ordre au dessus: 
#1 
TN) 


Lo +) 2 Cu) + RD ++ Lo) + 


@+Di 


En comparant ces deux expressions on obtient 
10 (a+ h0,,,@)) 


Vo he 0 0 Go) EE Va hO, (HD 
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Le théorème des accroissements finis appliqué à #) entre x9 et x + h8a(h). 
nous permet d'écrire : 
1) (ko+h0n(h)) - M) (xO) = RO, (h) MD) (xo + RAONUN)) 
10 Go + 0,1) 


Én OR ET Ge MO M) 


Puisque fn+1) (x) #0 et fn+1) continue, #+1) (x+hô,(h)) et 
1@+1) (xo + hA@,(h)) sont non nuls pour h suffisamment proche de 0 et tendent 


vers +1) (x) quand h tend vers 0. = 
Ce qui montre le résultat. 


Soit P un polynôme de degré n et x, un réel. Développer suivant les puissances 
de (x - x9) le polynôme P. 


Solution 
La fonction polynôme P est indéfiniment dérivable sur R. 
Appelons PU) sa dérivée kième, Le développement de Taylor à l'ordre de P(x) au 


4.25. 


voisinage de x, est donné Fi 
P(xo) Aa ) p#1c) 
PO) = PO) + x Se dre. Gr" + a &-x9)"! 
or PW=Q si k>n. Ainsi Re dues ae est le suivant : 
PPXxo) 


P(x)= P (xo)+ x)" LC] 


P (x) 
, Ce-xç)+ 


4. 5x3 + 5x2 + x + 2 suivant les puissances 


4.26. |Développer le polynôme P(x) 


de (x-2) 
Solution 
PO) = xt- 5x) +4 5x24+x +2 — PQ) =0 
PR)  =4x3- 15x2+ 10x41 = P(=7 
P'@x) = 12x2 -30x + 10 + PO=2 
P"(x) = 24x - 30 = P"Q)=18 
PÜx =24 — P4)2) = 24 
POx) =0 


On ee alors la fonmule de Taylor avec reste de Lagrange, à l'ordre 4: 


ps _ 
ro =perr 2 p op + y D pçope Ep) + ED pK 
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Or pour tout xe R  POSKx)=0 , donc , aprés simplifications : 
P(X)=-7 (x -2)- (x - 2) + 3 (x - 2) + (x - 2) = 


4.27. [Utilisant la formule de Taylor à l'ordre 2, donner une valeur approchée de cos63°. 
Estimer l'erreur due à cetie approximation. 


Solution 
La formule de Taylor à l'ordre 2 au voisinage de x est : 


six cosx 3 ne 
cosx = cosx » pr (Ro) = (xp) + Se 0) 


où c=x6+0@-xo) avec 0€ JO. 
En posant x=63 x = 60°. 
La formule ci-dessus n'ést valable que si x et x, Sont exprimés en radian. 


Finalement _ cos 63° = 0, 45399 où l'erreur d'approximation en valeur absolue est : 
lel< 2,510 C] 


4.28. Donner une valeur approcl 


Solution 
La formule de Mac Laurin appliquée à la fonction f(x) =e* 
2 n jm 


x x 
DESETEES ave 8e JO, 11 


Gr <Grii 


©, 8210 Ÿ il faut donc prendre n = 8 pour 


avec une erreur inféricure à 10% 
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FONCTIONS USUELLES 


Démontrer les égalités 
1) Arc sinx + Arc cosx = 7/2 Vxe [1,1]. 


2) Arc sinx + Arcsin V1-x7=%2  Vxe [0,1]. 


Solution 

1) 1ére méthode: 

pour tout x € [-1,1] , posons : @ = Arc sinx et (= Arc cosx. 

Par définition : & € [-x/2, 7/2] et Be 10, %] donc (x/2.- Je [-1/2, 1/2] 
et sin (x/2 - B) = cos 
D'où sin = sin (m2 - B). 


Ona: sina = 


| ; nr 
Or la fonction sinus est une bijection de [2,2] sur {-1,1] 


donc a=#/2-B.Cestädie a+B=72. 
et par suite : Arc sinx + Arc cosx = M2. 


2éme méthode: 


Considérons la fonction définie sur [-1, 1] par : f(x) = Arc sinx + Arc cosx. 
1 1 
Jir Ji 
Donc f est constante sur ]-1, 1[. En prenant x = 0. On trouve la cor tante égale à 
m2. Et par continuité: (-1)=f(1) = %/2. D'où : 
Vxel-11]  f(x)= Arc sinx + Arc cosx = 


Fest dérivable sur }-1, 1[ et f (x)= 


2) Fn utilisant la 2ème méthode : 


soit f(x) = Arc sinx + Arc sin V/ 1 


f'est définie sur [-1, 1] ct dérivable s 
1 


r@= 
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Pour x € [0, 1[ f(x) =0, donc fest constante sur [0, 1[ . En prenant x =0 
on trouve la constante égale à x/2. Et par continuité f(1)=%/2. 
D'où: Vxe [0,1] Arc sinx + Arc sin / 1-x? = 1/2. 


LI 
Exercices proposés : 
Démontrer les égalités : 


1)Vxe R* Arc tex + Arc 1g1/x = X/2. Que peut-on dire pour x < 0 ? 
+ g tgl 


DVxER Sin Arc tx = 


DVxER cos Arc 1gx = 


Simplifier les expressions suivantes : 


1) AG) = Arc cos (1-2x2) 2)B(X)= Arcg ÎTz 


Solution 

1) AG) est définie sur [-1, 1]. On vérifie facilement que : 
[1<1-22<1] xe F1] 

Posons alors x= sina pour &e [-/2, 1/2]. Ce qui donne : 
1-2x2 = (1 - sin20) - sin?a = cos2a - sin2a = cos2a 

d'où A (x)= Ar cos(cos2a). 


Par suite AG=2a si &e [0,x/2]. 
et AG=-2a si ae [-x/2, 0]. 
Comme _&= Arc sinx , on obtient : 
Are cos (1 - 2x2) = 2 Arc sinx si xe [0,1]. 

=-2 Arc sinx si xe [-1,0]. 


Expression qu'on peut simplifier encore en écrivant : 
Arc cos (1 - 2x2)= 21 Arc sinx pour tout x € [-1, 1]. 


2) B(x) est définie sur ]-1, 1]. = 


La racine étant positive, posons /=i89 avecge [0,1/21 


1-w0 


Ce qui donne , aprés simplifications : _ x = —> 
1+80 


= cos2p 


Comme pe [0,721 , 29€ [0, I. La fonction cosinus étant une bijection de 
10, 7] sur[-1, 1], ona: @= 1/2 Arc cosx. 


Finalement pour tout  xe€ ]-1,1] : Arctg - 


2 12 Arccosx. mn 


Exercices proposés : 


Simplifier les expressions suivantes : E 
.1) A1 (x) = Arc sin (2sinx cosx) 2) A)= Aer 
+ 

7 T-cosx 

3) A3 (= Arctg(V I#xè-x) 4 AG= Art / pe 


Résoudre l'équation : 


Are sin2x - Arc sin x /3 = Arc sinx. 


Solution 
On peut reécrire cette équation sous la forme: 


Are sin 2x = Arc sin x /3+ Arc sin x @) 
Cette équation est définie pour x € [-1/2, 1/2]. D'autre part, nous savons que pour 
toute [-1, 1]: cos (Are sint) 1 


(puisque Arc sint € { -X/2 , K/2] donc son cosinus est positif). 
Maintenant, en prenant le sinus des deux membres dans l'équation (1) , il vient: 


2xex V3. Visx 13. 


x = 0 est évidemment solution de l'équation (2). 
Pour x # 0, l'équation (2) devient : 


22/3568 41m d'où 2-33 2 1.38 
En élevant au carré les 2 membres et aprés simpliffication on trouve: 


Air 


2 
En élevant de nouveau au carré et après simplification on trouve : 
x2=1/4. Ce quidonne x=+ 1/2. 
Finalement l'ensemble des solutions est: S =(-1/2,0,1/2). 


Exercices proposés : 


D 2Acw(/ 1H -x) + Ariex= 1/2 
2)  Arcwglx-1)+ Arc tg(x+1) =1/2 - Arc 1ex 
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Discuter suivant les valeurs des réels a, b , c, l'existence de solutions de 
l'équation : a cosx + b sinx = c. @ 


5.5 


Solution 

Si a = b = 0 l'équation se réduit à 0 =c qui admet R ou @ pour ensemble de 
solutions. 

Supposons donc que a#0 où b#0. 


b 0 
L'équation (1) devient : @ . cosx + B sinx = y 2) 
Avec a2+p2=1 
Ilexiste donc 69 € (0, 27] tlque &= sin 60 et B= cos 6. 
L'équation (2) devient : 
sin (x + 80) = Y. G) 

ler cas : si lyl>1 l'équation (3) n'admet pas de solution : S = @. 
2éme cas: si lyl&1, ilexise 61e (0, 2x{ telque: y=sin 6j. 
Et par conséquent l'équation (3) devient : sin (x + O0) = sin 01. 
Ce qui donne x+ 0620, + 2kx kez 

. x+0,= 7-0,+2k7 
Et par suite : x=(8,-0,)+2kx 

Le er (,+0)+2m. KZ . 


Exercices proposés : 
Résoudre les équations : 


D 3.cosx - sin: 
2) sinx-cosx= 1 


Discuter suivant les valeurs des réels a, b, € ; l'existence de solutions de 
l'équation : achx+bshx=c @. 


Solution 

D'abord si a=b=0, l'équation se réduit 0= c qui admet R ou @ pour 
ensemble de solutions. 

Supposons donc que a #0 ou b#0. Nous allons distinguer 3 cas possibles : 
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Jer cas : silal=1b12#0. 
En simplifiant par | a |, l'équation (1) devient : 
chx+shx=c'.oucncore ef*=c où e=+1 
Ceue dernière équation admet une solution unique si c' > 0 et n'admet pas de 
solution si c'< 0. 
2ème cas si lal>1b1 


a b € 


POSONS QG ———© , = ———>© et ÿ= 

et di TR 
L'équation (1) devient : @ chx + B shx = y. @ 
avec a2-B2=1. 
Ainsi, le point M (a, B) appartient à l'hyperbole équilatère d'équation X2 - Y2= 1. 
Donc ilexiste x9€ R tel que : œ=chxo et = shxo. 
Par suite, l'équation (2) devient : ch (x + xo) = Y. G) 


Si y< 1 l'équation (3) n'admet pas de solution. 

Si y = 1 l'équation (3) admet une solution unique : x = -xo. 

Si y >1 l'équation (3) admet deux solutions puisqu'il existe x € R tel que : 
chxi=y. 

Par conséquent l'équation (3) s'écrit: ch (x + xo) = chx1. 


du: { x4+%x9 de f X=Xj-X9 
Jème cas :silbl>lal. 
Poson: a= 2 = ® ay= S 
L Jr Ji b?- 
L'équation (1) devient : B.shx + & chx = y. @) 
Avec B2-a2=1. 
Ilexiste xo € R tel que : B=chxo et a = shxo. 
Par suite l'équation (2') devient : sh (x + xo) =. G) 


Or lafonction sh  estune bijection de R surR , donc pour tout & € R, 
il existe un unique réel xy tel que: Shx] =Y. 
Par conséquent l'équation (3) admet une solution unique: x=xj-x0. M 


Exercice proposé : 
Résoudre l'équation : 3 chx + 2shx = 4. 


Résoudre le système : fe sy “AA 


Arg chy = 3 Ag chx 
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Solution 


Le système est défini sur D = [1, + [ x { 1, +. 
En utilisant les formules : sh2t = 2sht cht et cht=  Sh°t+ 1 
eten prenant le sh des deux membres, la première équation du système devient : 


y=2x +1 @ 
Puis en calculant ch3t en fonction de cht uniquement, on trouve : ch3t = 4ch%t - 3cht 
Ce qui donne, en prenant le ch des deux membres de la seconde équation : 
4x -3x (b] 
Les relations (1) et (2) entraînent : 


2x + 124% 3x ® 


On cherche alors les solutions de (E) pour des x 2 1. (donc x # 0). ce qui donne : 
2x8 +12 4x2-3 ou encore : 16x4 - 28x2 + 5 = 0. 


En posant x2=X il s'en suit : 
_7+Y 1-3 
4 8 8 
Seule la racine supérieure à 1 convient . c'est à dire : 
+29 cs / 74/29 


3 ouencore x 3 


(ARE) 


Soit £_ la fonction définie sur JO,1 par : fx) = #@-D.108( 2) 


ou X,= 


Par conséquent : 


2) l'est- elle prolongeable par continuité à l'intervalle (0, 1] ? 
b) Si oui, étudier Les tangentes à la courbe de la fonction prolongée en 0 et en 1. 


Solution 

lim f(x) = lim (x - 1). [ x2logx - x2.log(1 - x) ] = 0. 

x—0+ x 0+ 

lim É(x) = lim x2 { (x - Ilogx + (1 - x) log (1 - x) ] = 0. 

x x+1 

Donc f est prolongeable par continuité aux points O et 1 en posant : #(0) = f(1) = 0. 

Etude des tangentes : £ 
lim OO slim x Dion 
x + 0+ x-0 x0* 


ctiim 1-1) sim À 


x 1 L x 1 


Par conséquent la courbe admet une demi tangente horizontale à droite de 0 et une. 
demi-tangente verticale dirigée vers le haut, à gauche de 1. ” 


x Jogx 


Soit la fonction définie sur R*, \ {1} par : f@= : 


2) f'est- elle prolongeable par continuité au point 1 ? 
b) Si oui, la fonction prolongée, notée f , est - elle dérivable au point 1 ? 


Solution 2 
a) lim fx)= lim ÉMTETe 
xST. Hoi V 1 À 


Donc f est prolongeable par continuité au point 1 en posant f (1)= 1/2. 
b) x est au voisinage de 1 donc on pose x = 1 +h. 


fQ+m-r(0 1 [a +h) log(1+h) 1 ] 
ñ RL en+n) 2}: 
2 (1+ 2h + h?) log(i + h)- (2h+h°) 
AR Qh+h?) 
Un développement limité de log(1 + h) au voisinage de 0, à l'ordre 2 donne, après 
simplifications : 
fQ+b)-f(1) _1+eh) 


D gg duitend vers 14 quand h > 0. 


Donc f est dérivable en 1 et f(1) = 1/4. 


Déterminer les asymplôtes éventuelles à la courbe, au voisinage de l'infini, de 
la fonction définie par (x)= /x+3x+2 


On précisera la position de la courbe par rapport à ces asymplôtes. 


Solution 
On effectue le changement de variable L= 1/x. 


fé@=x. /1+ 


Ltend vers O lorsque x tend vers l'infini donc (312 + 21%) 0. 
On fait alors un développement limité au voisinage de 0 à l'ordre 1 de F (x) : 


LCQ= 14.11 + 1/3 GA + 2) + (32 + 26) Eo O 1. 
= (1+8+80E0)=1A+t+L€ (0 
=x+ x + LE (1x). 


a+ +2, 
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Ainsi la droite d'équation y = x est asymplôte à la courbe vers + » eL vers - 
La position de la courbe est précisée par le terme 1/x. Donc : 


+ Au voisinage de ++ , la courbe est située au dessus de l'asympiôte . 
+ Au voisinage de - æ , la courbe est en dessous. LC] 


5.10 | Dèterminer les asymptôtes éventuelles à la courbe au voisinage de l'infini 
de la fonction définie par : 


HOETRVETTS) 
On précisera la position de la courbe par rapport aux asymplôtes. 


Solution: 
On effectue le changement de variable 1x. 
va 2 
LO= Le" Jus 250420 7 


On fait alors un HE limité de ceue expression, H l'ordre 2 au voisinage 
de 0: Ê 
to d.a+isL+é DOTE AO) 


[ru 7 Z 
1 
En G+2t++ée@) où € (+ 0 
1 0 
+ Au voisinage de +6 : 
1 k A À 
Le +244 00 sx +24 4e) 
La droite d'équation y = x + 2 est asymptôte à la courbe vers + se. 
La position de la courbe est précisée par le terme 3/2x, donc la courbe est située au 
dessus de l'asymplôte vers +. 
+ Au voisinage de -ce, 


FGO= —-2+101+te)=-x- 2+ + Lean 


t LE 
La droite d'équation y = -x - 2 est asymptôe à la courbe vers - >. 


La position de Ia courbe est précisé par le terme ä : donc la courbe est située 


au dessus de l'asymplôte vers +. = 


8.11 | Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 
cos2x + 1 


‘Tracer sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 
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Solution 
1) Domaine de définition : Soit x € R. 
xe Dj © cosx #12 + x # 4/3 + 2XX 
D'où Dy=R\(+1/3+2km/keZ). 
2) l'est périodique de période 2% donc on réduit le domaine d'étude à un intervalle 
de longueur 27: [-&,%1N De 
D'autre pan F est une fonction paire donc on réduit encore le domaine d'étude à 
Do = [0,7%] n D = (0,31 0 ITA, 7] 
3) Fest définie et continue en tout point de son domaine de définition et on a : 
lin f(x) = + et lim {= - 
x m3 x n/3t 
4) Fest dérivable sur son domaine de définition et on a après simplification : 


f'@O=0 «& xe Do < sin2x=0 ou  cosx 


C2 x=0 ou x7/2 où x=7x. 
Ce qui conduit au tableau de variations suivant : 


0 L76) L72) LA 


Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 


f(x) = Arcsin x /1- x?) 


‘Tracer sa courbe représentative dans un repère orthonormé. (On précisera les 
tangentes aux points remarquables). 


Solution 
1) Domaine de définition . Soit x € R. 


2€ D & [-1Sx <1]) et [-1S2x J1-x3< 1]. 
Or, on remarque que la fonction f est impaire, donc il suffit de chercher l'ensemble 
des x € [0, 1) vérifiant la condition : 


o<2x/1-x? <1 soit 4x2(1-x2)< 1. 


Ce qui donne -(2x2-1)<0. 
Condition réalisée pour tout x € [0, 1]. Par suite D£=[-1, 1]. 
2) f'est impaire, donc on réduit le domaine d'étude à [0, 1]. 
On complètera la construction de la courbe par symétrie par rapport à l'origine O. 
3) f est définie et continue sur [-1, 1]. Elle est dérivable en tout point 
x€ [-1, 1] vérifiant les conditions : 


1-x24#0 et 2x 1x 
Ainsi le domaine de dérivabilité de f est : 


mi 


Calcul de la dérivée, pour tout x € D: on a: 


2 
LD = — — 
Vi-ax(-x?) 

2 

f&= 2(41-2x°) 


Max 1x 


Simplifions ceue expression : 


1 
Pour x € he r@= 
va 


1 
donc F(x)=-2 Arc sinx +k et par continuité de f, en prenant x = 


ontrouve k=-7 donc f(x)=-H-2 Arc sinx. 
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Pour xe |: 1) = 
Po "1 rœ Fe 
donc 1 (x)= 2 Arc sinx {= 0 en prenant x = 0). 
- Pour x € | fr =— 
V3 Vis 
donc f()=T-2Arcsinx (k=7T,en prenant x = 1 ). 


4) Tableau de variations : 


L 


5) La fonction F admet des limites finies à droite et à gauche aux points +2 
j 


donc f est dérivable à droite et à gauche aux points + cton a: 
3 


(2 a | L\.2/3 


V3) VE 


LG = 7 -2 Ar sinx. 


La fonction x —> Arc sinx _ n'est pas dérivable aux points 1, et sa courbe admet 
des demi-tangentes verticales en ces points. Il en est de même pour la fonction f . 


+2x 


are 


La dérivée seconde s'annule au point 0 en changeant de signe donc c'est un point 
d'inflexion de la courbe 


6) Pour tout xe Dr  f'(x)= 
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f@= 


Tracer sa courbe représentative dans un repère orthonormé. (On ne demande 
pas le calcul d'eventuels points d'inflexion) 


Solution 
1) Le domaine de définition de l'est : D= x. 
2) La fonction f est paire puisque la fonction Argshx est impaire. 


Donc on réduit le domaine d'étude à l'intervalle Do = 10, + |. 
3) l'est définic et continue en tout point de son domaine de définition et on à : 


ë s û 
lim FGO= lim ESP Aresh0 
EU 


x20  x0 

Ainsi la fonction £ peut être prolongée par continuité au point 0 en posant , par 
définition { (0)= 1. 

Pour calculer la limite de f(x) pour x au voisinage de +2, on effectue 

le changement de variable x = shy . Puisque la fonction sh est une bijection 
de Rsur? etona : 


lasse y 


Argshx | d'où : 


1 
CS 


=0 


dim f(x) = lim 2 =im 
sy 
x te y + y 4e 
Ceci provient du fait que lim (Shyÿ)/ÿ = + 
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Par conséquent la fonction f admet #zxe Ox pour asymptôte horizontale au 
voisinage de + {et de - s ). 
4) Fest dérivable en tout point de son domaine de définition et on a : 


La Ase= 
TEL À 
où ee - Argshx 


Afin de déterminer le signe de f(x) , nous allons faire une étude succincte de la 
fonction (auxiliaire) @ . 


D=R.@ estune fonction impaire .… est définie, continue et dérivable sur tout 
Ret ona: 


= — TT —<0 et [p'm)=0 & x=0]. 
C++ 1 
lim@(x)= et @(0)=0. D'où le tableau de variations de @: 


x 4e 


%e | 0 + 
| 
e& | 0 3 
To 
e @ D __— 


Ce qui montre que : x € j0.+ 1 R)<0. 
5) Etude du comportement de f'au voisinage de 0. Cela revient à étudier la 
dérivabilité de La fonction prolongée en 0. Caleulons : 
time sim ABx 
x — + x 0 x 
Pour cela, effectuons le développement limité de La fonction Argsh au voisinage de 0 
à l'ordre 3 on a: 


L 
Ge 1 Fete @). 


14 
1 
donc : Arshx=xe x +6; (x) 
Argshx -x 1 
par suite : gtx) 0. 
x 


x 0 
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Ce qui montre que la fonction prolongée est dérivable en 0 et a pour nombre dérivé 
F0) = 0. 


Remarque : 
L'alure de la courbe monur l'existence de 2 points d'inflexions . 


Tracer sa courbe représentative dans un repère oihonrmé. (on précisera les 
tengentes aux points remarquables). 


Solution 
1°) Le domaine de 
2°) Den'étant 


nition de f'est Dj=]-c,0] 0] 1 .+%(. 
xs symétrique, f n'est ni paire ni impaire. Elle n'est pas périodique. 


3°) l'est définie ct continue en tout point de son domaine de définition 
etona: limF(x) z+ = limf(x) 


xD + x 
et lim f(x) =0 =f(0) et lim L (x) = + 
© xs 
Donc la droite d'équation_ x = 1 est aymptote verticale à la courbe. 
4°) f'est dérivable en tout point de D = ] -,0 [U 1 1, + + [. et pour tout x € Dr 


2{x- Fate 
ae nee VIRE. 
IX LIT TI 
24 
Ainsi [()=0 es 
el lHO>0 + 
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Remarquons que F (x) admet une limite finie (égale à 0) au point 0, donc £ est 
dérivable à gauche en 0. Ce qui nous donne : 


5°) Tableau de variations : 


32 +0 


r@ d q 2 p % 
E <ÿ ENTRE 


6°) Etude des branches infinies : Comme f(x) = xl. / 25 .ona: 
f@ 
" 


m Au voisinage de + ce, on a : to-xx| /E 


Onpose 1=-L et on effectue un développement limité au voisinage de = 0, 
x 


à l'ordre 1 de cette expression. Ce qui donne : 


ia 
css 2[(1) astra o. n 


api 
=frieo 


D'où limff@-x] = lim [+0] 
xt tre. 
Ainsi la droite d'équaton y =x + + est aysmpioe oblique à La courbr au 
voisinage de + 2, = 
m Au voisinage de - , on a réexea( +) 


d'où lim [ fx) +x1= me 


x. 


Ainsi, la droite d'équation y=- x - £ est asympiote oblique à la courbe au 
voisinage de - , 
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5.15 


Etudier le sens de variation et tracer la courbe représentative de la fonction 


. 75 
définie par: FOD= 7 -3x 
On précisera les tangentes aux points remarquables el la position de la courbe 
par rapport aux asymptotes éventuelles. 


Lest définie et continue sur tout R. 


2°) f étant impaire, on réduit le domaine d'étude ‘a l'intervalle 1= [0 ,+ |. 
On complètera la construction de la courbe par symétrie par 
rapport à l'origine 0. 
3°) les limites aux bornes : lim f(x) =(0)=0 et lim F(x)= +0 
x 0 x + 


: La fonction Fest dérivable en tout point de Djoù F(x) #0 
R-(4 0/3 1. 
21 


4°) La dérivé 


Donc le domaine de dérivablité de Fest : D'5= 


o ln 33092 
ctona: P'(x)= (x 3). - 3x) 


On en déduit le tableau de vanation suivant 
si 
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6°) Etude des tangentes aux points remarquables : 
10 

à in 120 10 - lim © 

x—0 is x0 


La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse 0. 


D) Enÿ3: lim LOVE lim ? 
av V3 25 Ja 


=4e 


La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse /3 (ainsi qu'au point 
d'abscisse - /3 , par symirie). 
7°) Recherche des branches infinies. Pour cela, calculons : 
im 1 im 3 1. ma. 
x z 


a+ x * 


Pour calculer La limite de { (x) - x] lorsque x tend vers + +, cherchons le développe 
- ment limité de cette expression au voisinage de + +. On a : 


{fr 


on cherche le développement limité à l'ordre 1 de l'expression 


f@=- 


En posant 
Ë 


‘entre crochets qui devient : 
apr pute -1 


zuueo où lim e(D=0 


Il s'en suit que : 


fGO-x= 


D'où lim [F(x)-x}=0 

x 
Par conséquent, la droite d'équation y = x est asympioire (oblique) à la courbe 
Vers + 0 et vers - , De plus, la position de La courbe par rapport à l'asymptote est 


1 
précisée par le signe de { fOD- xl éesta-dir de | =] au voisinage de l'infini 
Ainsi : 


- Pour x au voisinage de + +, la courbe est située en dessous de l'asymplote. 
- Pour x au voisinage de - +, la courbe est située au dessus de l'asymplote. 
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Etudier le sens de variation de la donction définie par : 


x+l 
f@= ET Loglxl 


‘Tracer sa courbe représentative dans une repère orthonrmé. [Log désigne le 
Logarithme néperien]. 


Solution 
1°) Fest définie sur D=R \(0;1}=]-æ,0[U]0,1[U]1,+el. 
2°) De n'étant pas symètriquee, f n'est ni paire ni impaire. 


3°) l'est composée de fonctions continues donc f est continue en tout point de 
chacun de ses intervalles de définition et on : 
lim £ (x) =+c donc la droite d'équation 


0 (c'est-à-dire l'axe Oy) 


x 0 
est asymptote verticale à la courbe. 

Ixt- nr 
im£ @) = lim een. [RER 
NS MES 


Ainsi f peut être prolongée par continuité au point 1 en posant, f (1) = 2. 
D'autre part lim F (x) = + = lim (x) 

x +e 2 
4) f'est dérivable en tout point de Dr =R \ {0,1} etona: 


@:1D-@+1) x+1) 1 p@) 
"@= 3 {= — 
f'@) [ ] Logix +) PT 


&-1Ÿ 
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Ainsi, le signe de la dérivée est celui de la fonction auxiliaire @, dont on va faire une 
étude succincte. @ est définie, continue et dérivable sur R* et on a : 
x+1 2 x-2x+1 GI 


Æ “x 2 


LRCES 


Cette quantité étant positive pour tout x € R*, on en déduit le tableau de variation 
suivant, sachant que @(- 1)=0=ç@(1). 


x |-e + 0 1 + 
CHOR + + 
= FE — |" 
er | Lo + 
@ 
7 TT | 7 | 
Ainsi, @ (x) = 0 & x=-1 ou x 


9 @>0 æ  xel-1,0[U})1,+c 
@ )<0 2 xE]-æ,1(U])0,11. 
5°) Par conséquent, on a le tableau de variation de la fonction prolongée : 


x = -1 0 1 + 


= ass 2: 
['@ - 0 + | - 0 + 


r: Lu 


6°) Chercher les demi-tangentes à la courbe au point 1, revient à étudier la dériva- 
bilitée de la fonction prolongée au point 1, donc à calculer : 


RASE PLICELIE EUR LT 108 0 +-2] 
x 1 EL h0 L RS Ë 


Le développement limité de la fonction _h > Log (1 + h), au voisinage de 0, 
à l'ordre 3, donne : 


25 
3 
Log (1+h)= he + + h°e(h) 
à 
ho h 
ME Lœ(+)=2+ them où Eh) 0 
CET] 
fG+h)-2 Ê Ve ] 
PSE Sr m)|=0 
im : im [+7 +nem 


ho ko 
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Par conséquent, la courbe de la fonction prolongée, admet une tangente horizontale 


au point L. 
7°) Etude des branches infinies : 
1 
ëm un 21 LM 0 
HET jure 


Comme lim f (x) - Ox = + +, la courbe admet une direction asymptotique d'axe Ox, 
xD 
Vers + 00 EL VOS - ce, 


5.17 Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 


Tracer sa courbe représentative dans un repère orthogonal (o, i, j) 


tique  Hil=2em et Nj1=0,5em 
On précisera la position de la courbe par rapport aux asymptotes éventuelles. 


Solution 
1°)D=R\(0;:1)=1]-0,0[010;:1[U]1;+1. 
Dp n'est pas symètrique donc f n'est ni paire ni impaire. 
2°) f'est composée de fonctions continues donc elle est continue sur chacun de ses 
intervalles de définition . Calculons les limites aux bornes 
lim £()=-æ et limf()=+e 


x -— A + 
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limf(x)=0 mais limf(x)=- 
x 0 x 0 
Ainsi f peut être prolongée par continuité à gauche seulement au point O en posant 
F0) = 0, mais elle n'est pas prolongeable par continuité en 0 car sa limite à droite 
n'est pas finie. 
lim L (x) = - et lim L (x) = + se 
x 1 x 
Par conséquent, les droites d'équation x=0 et x= 1 sont des asympiotes 
verticales à la courbe. 

3°) l'est dérivable en tout point où elle définie. Donc son domaine de dérivabilité 


est Dr = Df ton a: 
2 


x+1 A 
1'@ 


ST CIR 

&-1 
Ainsi, la fonction dérivée a ie même signe que le trinôme x2 -3x + 1 qui 
S'annule pour les valeurs : 


3-V5 3+V5 
08 à ne 26 
On en déduit alors, le tableau de variations suivant : 

x le 0 x“ 1 x += | 
RS ES D = 
['G) + | # Q - = à à | 

AYANT = + +=] 

‘ Par bo se | Pa | 

L£ di =|| =621 | 


5°) Recherche de la demi-tangente (à rar en 0: 


f&-0 
lim 0 2 lim en =0 
sat 2-0 
Donc, on a une demi-tangente horizontale à gauche au point 0. 
6°) Recherche des branches infinics. Pour cela calculons : 


£@) . x x 


xt. X xt 


x IK 
Oa f@-x=x( € 1] 


Posons 1= L et cherchons le développement limité à l'ordre 2 de l'expression 
x 


entre crochets au voisinge de l'infini : On a : 
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1 x 
-1 EL .€ 

x 
où £ est au voisinage de © . On sait que : 
È 2 


É 
C=1+i+x 


1 
+R O  prltité ste © 


où &g €t Ex sont deux fonctions qui tendent vers O quant 1-0. 
û 


e 
Donc 5 Dent e ete où e@-0 


1-0 


Du Pants étui 


En revenant à la variable x, cela donne : 


2 1 
DELNE +6 
Ce qui entraine : lim [(x)-(x+2)]=0 
224 


Par conséquent, la droite d'équation _y= x + 2. est asymptoie (oblique) à la courbe 
Vers + « el vers - æ. De plus, la position de la courbe par rapport à l'asymplotr est 


précisée par le signe de | F (x) (x + 2), c'est-à-dire de| E au voisinge de l'infini. 
Ainsi : 13% 
- pour x au voisinage de + «, la courbe est située au dessus de l'asymploie, 
pour x au voisinage de - #, la courbe est située en dessous de l'asymptote. 


Remarque : On pourrait calculer la limite de l'expression { f (x) - x] sans utiliser 
les développements limités. En effet, sin on effectue le changement de variable 
= IA ona: 


lim [E(x)ex] 


qui n'est autre que le nombre dérivée de la fonction g (1) = el +1 au point 1=0. 
c'est-à-dire g'(0)=2. 
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5.18 Etudier le sens de variations de la fonction définie par : 


2 
fGO=IxF 


Tracer sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 


Solution 
Le domaine de définition est Dy=P* puisqu'on a : 
2 
fee AE 
2°) D est symétrique par rapport à 0 et pout tout x € R*, F (- x) = f (x). 
Donc est paire. 1 suffit donc de l'étudier sur ] 0 , + æ[. On complètera 
la construction de la courbe par symétrie par rapport à l'axe des ordonnées Oy. 
3°) l'est définie et continue en tout point de JO , + [et lim f(x) =+ ce, 
x + 
etcomme lim x2Logixl=0 ona  limf(x)=1 
+0 x 0 


Ainsi la fonction f peut être prolongée par continuité au point 0 en posant , par 
définition : f (0) = 1 
4°) F est dérivable en tout point de son domaine de définition et pout tout x € R* 
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x? Logixi 
ona: f'@=x(1+2Logixi)€ 


Comme f (x) admet une limite finie (égale à 0} au point 0, la fonction prolongée est 
alors dérivable en O et sa courbe admet une tangente horizontale au point 0. Ainsi, 
on peut également prolonger par continuité, la fonction dérivée, au point 0 en posant 
f'(0)=0. 
D'autre part : f'(x)=0 & x=0 où x=e V2? 

5°) Tableau de variations de la fonction prolongée. 


rs 
x [0 | « + ee 


Gars 83 
L@ LT ET 


x Logixl 


— f@ 
6°) Etude des branches infinies: lim — 


x 


donc la courbe admet une branche parabolique de direction les ÿ positifs. 
À 


=+e 


x 


CR 
ere 


Fonctions usuelles - 109 


Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 


CN 1 fer 
l 


Tracer sa courbe représentative dans un repère othonrmé (on déterminera les: 
tangentes à la courbe aux points - 1 et 0) 


Solution 
DDr=R\(-1:0) 


x+l x+] 
Lo(=) 


si xE]-æ, 1[UIO,+[ 
+ pont) 
FRE) 
e si xel-1,01 
2) f'est composée de fonctions continues donc elle est condinue sur chacun de 
ses intervalles de définition et on a : 
lim £ Gel = limf@) 
x. xm+ 
Donc la droite d'équation y = 1 est'aysmpioie horizontale à la courbe vers + cet 
Vers =, 
D'autre part, comme lim t Log 1= 0, on a : lim f(x) = 1 


x 0* x—-1 
Donc f peut être prolongée par continuité au point - 1 en posant f (- 1) 
De même on a : limf(x)=0 , mais lim£f(x)=+0 
EU x = 0* 


3) f'est dérivable en tout point de son domaine et on a : 
a pour x € J-0 ,- 1 [U 10, + [. 


2 
(y pet) 2 | co 


L'G= -to( . LES { 
) 
1 1 
doù cos [toe()+]rc0 
spourxe }1,0{ 
+1 
Le alre(s Je]. £@) 
1 suffit de chercher le signe de l'expression ou entre crochet cela revient à résoudre 


x+]1 +1 
l'équation : Los |" 1 ouenor: [2 


(a 
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Sixe]-æ,-1[U]0,+01 oo 


Sixe]-1,0[ 0 sx 


=-0,73 


e+i 


1 
Sans oublier le signe négatif de [34 .on en déduit le signe de la dérivée puis le 
tableau de variation suivant : * 

4°) 


x _|-æ e/(-e) “1 -e/e +1) 0 ee. 


f@ ÿ er ra ; 4 


5°) Cherchons la demi-tangente à la courbe, à gauche au point 0. Cela revient à 
étudier la dérivabilité de la fonction prolongée au point 0. En effectuant le 
changement de x en (-x) il vient : 

x+1 
£@)-0 PE: +1 
Tim € Los F2] 
x +0 x +0 


| 

| | 
x £ + + | - | : | 
| 


Si l'on pose maintenant 1=(1-x)/x donc x=1/(1+1) 
Ona: (x—>0+) + (+) donc: 


@-0 LE ES 
CRT 1. Logt 
2-0 LT 


Ainsi, la courbe admet une demi-tangente horizontale à gauche , au point 0. 

= cherchons les demi-tangentes à la courbe au point d'abscisse - 1 de la fonction 
prolongée. Eflectuons le changement de variable 1=(x+1)/x donc 
x=1/(-1) etx+1=1/(t- 1). Ainsona: 1 —0 et: 


= 1 2) ASIN mal 


x (T 1 


On fait un développement limité, à l'ordre 2, au voisinage de 0, de l'expression entre 
crochets en posant Z = 1. Logltl.Ona: Z—0 et: 
1 = 0 


zZ 
e7-1+7242 


2 
jtZe@. 
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tLogitl 
e 


ê 
Donc =1+iLogiti+ LLogltl+ À Log/ltte(tLogit1) 


où - 1Logiti Se 
D'où (je , 2e 0 Loge Dino tit 
L@-14 Log? 1ui]e ( Log 111) 
Lorsque L tend vers 0, le premier terme de cette expression tend vers + « et les autres 
vers 0. I s'en suit que : 


Par conséquent, la courbe admet une tangente verticale au point - 1. 


5.20 | Considèrons la famille de fonctions définies à l'aide du paramètre réel À par : 
tr 
sosfre-ne)e 
a) Monurer que toutes les coubes #%, passent par un même point fixe À 


que l'on déterminera. 
b) Etudier le comportement de f} au voisinage de + », - « ct du point - 1 


On précisera les asympiotes éventuelles. 
©) Etudier le sens de variation de fj. Montrer que pour À <0 et À #-1, 


fx admet deux extrémums d'abscisses non nulles : x1 (À) < x (À) 
4) Déterminer l'ensemble des points Pa des courbes #, correspondant 


à ces extrémums. 
€) Tracer sur une même figure les courbes #, pour 


À= 
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Solution, 
2) D'abord toutes les fonctions f sont définies sur le même domaine : 


D=R\(-1). 
Soit M (x,ÿ) un point du plan et soit (AA) € R2. On a: 
Men: © MA =y=R@) 
& (rene )e" (rene et 
& (@&-DA-1=0 
Comme À # À’, ceci entraine que le point À, intersection de toutes les courbes #7, a 
pour absciss® x=1 donc: A : (1, € /2). Et c'est le seul point d'intersection, 


d'après les équivalences précédentes . 
b) Pour tout À € R, f} est continue en tout point de son domaine de définition et 


ona limf} ()=0. 


x 


Donc l'axe des abscisses est asymptote à toutes les courbes % vers - +, 
D'autre part suivant le signe de À, on a : 

_ nof si À20 

une te si A<0 
Et comme l'exponentielle l'emporte sur la fonction puissance, le rapport F1 (x)/x 


tend vers + si À 20 et vers-æ si À < 0 lorsque x tend vers + ce. Par 
conséquent, toutes les courbes, %, admeuent des branches paraboliques dirigées vers 


les y positifs si À 0 et vers les y négatifs si À < 0. 
€) Pour tout À € R, Fest dérivable sur son domaine de définition D=\{-1} 
x 
[NOEL le set :] xe . 
&+1* 
mer cas: A>0 


Le terme entre crochets dans F; (x) ne s'annule jamais. 
Donc [f()=0 æ x=0] et [6 ()>0 € x>0] 


etona: 


Ce qui donne le tableau de variations suivant : 


x |- st 


Fa @) % 


RS 
| @ LT | "4 AT 
| e aa) : 
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Ainsi, pour À > 0, la fonction f), admet un seul extrémum d'abscisse nulle. 
m 2ème cas: <0 
i) ler sous cas À = - 1 
x jak 
PT de 
ù + G+1) 
Ce qui donne le tableau de variations suivant : 
x |-> -2 -1 0 + 
T T 
fa @ + 0 - | SO 1Q: # 
2e? = 
NO) Fi Ta D 
[na 
10 2 A sl ses 
Par suite, la fonction f.1 admet un seul extrémum d'abscisse non nulle. 
ii) 2ème sous cas - 1 < À < 0 
Posons 1=-À donc À= 1 et O<t<1. 
x x 
‘ Ë 1, x€ xe 
LG = CL + LP) = (GR + DD) + LG + D) :; 
@+1Y @+1) 
Posons x} (À)=-1- 
Comme Àe]-1,0{ donc te]0,1( D'où 
x A) <-1<0 < x@) 
Ce qui donne le tableau de variations suivant : 
x |- x @) -1 0 x @) +2 
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Ainsi, pour - 1 < À < 0, f} admet trois extrémums dont deux d'abscisses non nulles. 


iii) 3ème sous cas: À<-1 donct>letona: x; (À) < -1 <x,(À) <0 
Ce qui donne le tableau de variations suivant : 


Par conséquent, pour tout À <0 et À #-1, la fonction f admet deux extrèmus 


d'abscisses non nulles. 
d) Lorsque À varie dans ] -  ; 0 [, le nouveau paramètre 1= W/- 1. varie dans 


J0 ; # ce { et les points Pj, varient sur la courbe T, réunion dew deux courbes 
Tyet là définies par les équations paramètriques : 


( 1 
RO= x @= T1 Le J0;+c | 


r, 1 
+T:! 
&=f,@ QG) =+26€ 


YO=1,@0)=+26€ 


Remarquons que la courbe T3 se déduit de l'1 en changeant ten - 1. Autrement dit, 
la courbe = l'j U T2 a pour équation paramétrique : 


1 
x @=—-1 
| D où te R* 
F 1 
2 (ie 
so=+2re 


En éliminant le paramètre L entre ces 2 équations (écrire Len fonction de x puis 
remplacer dans y) on trouve une équation “classique” de la courbe T : 


x 
+2€ 


322 xex\{-1} 
@+1Y 
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6.1 


INTEGRALES 


Soit n un entier naturel non nul. Considère la fonction Fee par : 
2 


n 


pour lout entier p tel que 0 <p<£n- 1 et AI 
a) Montrer que f est une fonction en escalier. 
1 


b) Calculer en fonction de n : [ fo dx 
Û 


Solution 
a) L'entier naturel non nul n étant fixé, on définit la subdivision 


=1) 


On =(X = 0, XXe 


de l'intervalle [0,1] par : — où O<spsn. 


La fonction f est alors constante sur chacun des imervalles 1%, :*$ + 1 | 

2 
oùO<psml avec: Vre]xxpsil 5-5 et 
Ce qui prouve que Fest bien une fonction en escalier. 


b) Par définition 1= | f(x) x = Eve ELA 
% 
++ (N-1) 4 N?= 


REDON 


Or 6 


Done pour N= (n-1). On wuuve: 12; (n-1).n.(2n-1)= 
6n 6n° 


@-1)@n-1) 


Finalement : = 


n-1)(Qn-1) 
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Soit a un nombre réel strictement positif. Soit F une fonction définic et 
intégrable sur [-a,a]. Montrer que : 


2) Si f'est impaire, alors [ 10 &x = 0 


b) Si f'est paire, alors fo dx =2 [ fédx 
: Û 


c) En déduire 


Solution 
4) Soit [une fonction impaire est intégrable sur [-a.a]. 
D'après la relation de Chasles : 


sea n +. 


| fx) dx -[ wa | fa) dx e) 


Dans la première intégrale du membre de droite, on fait le changement de variable 
x = +1, donc dx = - dt. En changeant les bornes et fx) il vient : 
o 0 n] . 


[ ro | -fO ca] tas. | ON 


En remplaçant dans la relation (*) it s'en suit : 


fx) dx = 0 


b) Lorsque l'est paire, un calcul identique montre que : | tune | bat 


on en déduit que : Î fx) do | fx) dx . 


€) Comme la fonction définie par fx) = x? sin” x est impair : 
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Soit f'une fonction intégrable sur tout intervalle fermé borné de R . 
Montrer que si f est périodique de période T alors : 


ea+T b+T 


dVaeR,VbeR [l wa-| es 


b)Vaer,VnezZ 


En déduire la valeur de 


Solution 
a) Pour tout a € 2 on pose 


On doit alors montrer que pour tous réels a et b : 
Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout a € 


+7 < 
[ LG dx = [ FC) dx. 


c'est a dire : 


| Û 
ds «fra | wa | rod 


Considérons alors l'intégrale: 3, [ so ax 
7 

et faisons le changement de variable : x = 1+ T. 

Onaalors:t=x-T et dx=dt. 


Ainsi : 1= [ fe+ Da 
0 
Or f'est périodique de période T, donc V LE R _f{t+T)= 1). 
o T ‘ 


Donc 1,= | fe+D& D'où 1 -[ LG) dx + | LG) dx + [ HOT 
0 


o à % 
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Tr 
C'est-à-dire que: 1, = [ f(x dx. 
0 
Ce qui montre que 1, est indépendante du choix de a. 
b) D'après ce qui précède: il suffit de montrer que : 


aT T 


Vnez [ roue. [rose e) 
0 0 
D'abord le changement de variable x = - t montre que la relation (*) est vraie pour 
ne N, elle reste également vraie pour n' = - n. Donc on peut supposer que n € N. 
D'après la relation de Chasles, on peut écrire : 
s+@+ DT 


+07 sn 
fox = © fo) éx=n.1, 
Ko : 


Ô at 


[Soit f une fonction continue sur [a,b] , distincte de la fonction nulle sur {a,b] 
ettelleque:Vxela,b] f(x) 2 0 


MOUSE qe 100) dx > 0 


Û 
b) En déduire que ä h est une fonction (quelconque) continue sur [a,b}, 
alors : 


H(x)8x=0 © h = 0 


Solution 
2) La fonction f n'étant pas constamment nulle, il existe un point x, € [a b] 
tlque  fK)# 0 donc fx,)>0 par hypothèse. 
D'autre part, comme f'est continue sur [a,bl, elle est continue en x. Ainsi ; par 
définition: Ve>0 2n>0 Vxe [a,bl{lx-x,lén = If()-f()l<el. 


Réécrivons ceue propriété pour €,=f(@)/2 et posons pourle n >0 
correspondant a=x,-n eLB=x+m. Pourtout Xe (a. fi 


ona:  -e,<1fx)-fx)I<E, : Ce qui entraine: F(K)-E, <F(R)< FAR) +ES 


Comme f (xg)>0.ona: K =f(x,)-€,>0, donc: V x € [a, B] L(x)>K > 0 


s 5 
Ainsi és > [ K. dx=K(B-a)>0 
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» 8 
Maintenant on a : [I ra [was ou | fx) dx . 
û a 8 


Dans le second membre, le premier et le troisième terme sont positifs ou nuls 
(puisque est positive sur [a.bI), alors que le terme du milieu est strictement positif. 


» 8 
[ rar | 1) dx > 0 


b) Soit h une fonction continue sur [a,b]. Alors la fonction h? est également 


Ainsi : 


continue sur [a,b]. Supposons que l FH @&x=0 


d'après la question précédente on peut en déduire que 


Si l'on suppose h? que n'est pas constamment nulle ; 
Ho > 
Ce qui serait absurde. Donc : h = 0 


a) Montrer que pour tous entiers mn on a l'égalité : 
' 


1 
(I x" (l srae| x" (L- x)" dx. 


(] 0 
b) Calculer la valeur commune 1 de ces 2 intégrales. 


Solution 


a) le changement de variable 1= (1-x) , c'est-à-dire x = 1- Let dx = - dt ; entraine : 
1 0 1 


| x" ae] carteue v.a-D"dt 


0] 1 0 
b) D'après la formule du binôme : on a 


DAC CP 
F 


DE x" G-xÿ= 


Z Creip.tr, 


En supposant que m #0, il vient : 


\ 
ZE Ceir.xm-r le Z Œeœy | x" *P dx 
- J p-e 


Leo 


0 


Se 


#0 
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D'après la première question on peut écrire : (n #0 etm #0 ). 


oo e en brel ay 


ÉPMLTETTE 


(voir une formule plus simple dans l'exercice suivant.) L] 


Pour tous entiers naturels m,n on définit 
» 


L(m,n) = [ af x dx 


1) On se propose de calculct 1 de deux manières 
a) en utilisant le changement de variable 1 = x - a et la formule du binôme 
b) en établissant, à l'aide d'une intégration par parties, une relation de 
récurrence entre 1 (mn) €t T(mn ,n + 1 Puis en déduisant 1 (mn) 
du calul de 1 (),m + n) 


2) Déduire de ce qui précède que : 


Solution à 
1) Caleut de lintégral 1 (mn), [ Geaf" (be x dx 
a) En utilisant le changement de variable 1= x - a (donc dx = dt) 
vs 
il vient: le, | P@+b-0" de. 
0 


Or d'après la formule du binôme: {a+b 0"= À Fade DANCE NS 


re 
donc : m.a+b-p= Z CPC DANCE EST ER 
F0 
vs 
: mess | 
Ainsi : L(mn) = Fear re ET 
insi (ma) [Èc CPGE rene 
7. ass © c° ciy @+b Pa" rt! 


pro NM+P#T 
bi En utilisant intégration par parties, en posant : 
usa" nem.(ra" | 


à 1 4 
Vs ve but"! 
ai 
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6.7 


On à pour m 20 


1m) 


men) nel (m-lin+1) 


En récrivant coute formule pour différentes valeurs de m on aura 
[l m m-1 m-2 1 
men) ei n32 n43 rem O.n+m) 


G,n+m) 


m 


=C 


il 


ou encore la formule : (o,n+m © -n+m: '(o,n+m) 


Caleulons maintenant 1 (6 +). 
n 


l 


@n+m) = | ENT ax 


Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur [a,b]. Montrer que 
+ 


[ x f" @)dx=1[ bf(b)-f(b)]-{ af" (a)-f(a)] . 


Solution 


En faisant une intégration par parties, en posant : { ridase 
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Ona: ['rroime Ref GI? \ F @dx 


=bf @)-af (a)- [NE 
= bf(b) - af(a) - f(b) + f(a) 


= (bf(b) - f)] - [af (a) - (a) Li 


Dans chacun des cas suivants, calculer la valeur moyenne de la fonction f sur 


l'intervalle indiqué : 
a) f@)=Ixl sur 1= (-2,2]. 
b) f=x+3x+2 sur I={-1;0] puissur J=[-1:1]. 


Of =cosx sur 1= el] puis sur J = (0, 2 x] 


Solution 
La valeur moyenne d'une fonction intégrable sur [a,b] est égale à: H= 5 


2 2 


l L 
a) rt Ixl | xdx=1. 
2 0 


1 3. 
b) sur 1 = [-1,0] : mt] G+3x+2)dx= +. 
1 
' 


surJ={1,1]: j,= Fa GÉ+3x+2)dx=3. 


z 
cosxdx=— 

0 

2x 
cos x dx = 0 
L 
0 
69 Soient f une fonction continue dans [a,b] et g une fonction croissante et 


continüment dérivable dans [a,b]. Montrer qu'il existe ce [ab] tel que 


» 
I fQ) g G)dx= fe) [8E) - gG)] 
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Solution 
La fonction g étant continüment dérivable et croissante, g' est alors continue et 
positive sur [a,b]. Donc, on peut appliquer le théorème de la valeur moyenne à f, 


qui est continue et g' qui garde un signe constant. Ainsi, il existe un © € [ab] 
» 


tel que : 1). 8° wute.| g'@)dx. 
+, û 
Or: | 8 dx (BG) = 8E)- 8) 
» 
Doù: 3ce{a,b] | 1). 8° G)dx = 1). (8) - gta] = 


6.10 | Soit f une fonction admettant une dérivée seconde continue sur l'intervalle [a,b] 
a) Déterminer une primitive de la fonction @ définie par : 
EG) = LP (+ F0] sin (x -2). 
» 


b) En déduire : | g (x) dx. 


û 
€) On suppose que b -a= x et que f est strictement positive sur [a,b]. 
Montrer qu'il existe un réel & € [ab] telque (a) + fa) >0 


Solution 
a) Pour chercher une primitive de la fonction @ , calculons les dérivées des deux 
fonctions : I) . cos(x-a)l = F(x) cos(x-a)_- (x).sin (x-a). 


IF (x) . sin (x-a)]' = f(x) sin(x-a) + F(x).cos (x-a). 
En retranchant membre à membre la première à la seconde égalité, il vient : 


IF (x) . sin (x - a) - f(x) . cos (x - a) J' @). 
Ainsi une primitive de @ est la fonction ® définie sur [a,b] par : 
® (x) = F (x) sin (x - a) - f(x) cos (x - 2). 


b) [ GX) dx = D (b)- ®(a)= ' (D). sin (b-a)- f (b) . cos (b-a) + f (a). 


©) On suppose maintenant que b - a = # et f strictement croissante . Cela donne : 
» 


[ EG) dx = 1) + (a) > 0. 
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f étant deux fois dérivable et f” continue entrainent que est aussi une fonction 
continue sur [a,b]. D'après le théorème de la valeur moyenne : 


Jaela,b] Q@)=h= 5 [re 


d'où: Jaela,b] (((o)+f(a))sin (a 


1 
= —. (f) + f(a)) . 
zx 


Comme f(b) + f{a) >0et [æ-a]e [ox] on a: sin (æ- a) > 0 et f'(a) + f(o) > 0 IN 


6.11 6.19 | Dans les exercices suivants, on demande de calculer la limite, 
si elle existe, de la suite { Un ) : 

. n 

6.11 U,= — 

pt 
6.12 CES m+D@+ 


6.13 


6.14 


6.15 


6.16 


6.17 


6.18 


où p et q sont des entiers naturels non nuls. 


Solutions 

Dans chacun des exercices ci-dessus, il faudrait trouver une fonction f et un intervalle 
[ab] tels que f soit continue sur [2,b] et que la suite (U, } puisse s'écrire sous l'une 
des 2 formes : LE 


= + 2 LETRES) où RTE) 
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6.12 


Nous savons que, dans ce cas, puisque f est continue sur [a,b] ; la suite {U, } est 
alors convergente et tend vers la valeur moyenne de f sur [a,b)] : 
N 


| 1 dx. 
a 


6.11 Solution 


On pose alors = sur (ab]= [0.1]. 
+x 


1 - 0) 
On a bien : ue 2,(?) où 2-0+p. 00. 


£'est bien une fonction définie et continue donc intégrable sur l'intervalle [0,1]. 
Donc la suite {U, } ; ainsi définie, est convergente et tend vers la valeur moyenne 


de f sur [0,1]. 


sm | À 2 taegx he Amis 1e 
Solution 
= LV GT. 
-. FENETRE > JE DELLE 


É . 


»' nn nñ 


On ne pourra pas écrire U, sous la forme d'une somme. 
Mais, pour détourner le problème, on définit une nouvelle suite {V, } par : 


v, =LogU,e + [Lor() +10 (2). «+ Lo =) : 


1 1 2 n 
= fros(ie Leurs 2}ena(tet)] 
On pose alors f(x) = Log (1+x) et [a,b] = [0,1] . 
£ est définic et continue donc intégrable sur [0,1]. Donc la suite {V,, } est 
convergente et tend vers la valeur moyenne de f sur [0,1]. Ainsi : 
1 
| Log (1 + x)dx= 2 Log 2- 1. 


(] 
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La fonction exponentielle étant continue, la suite [U, } est également convergente 


2Log2-1 
ettend vers € = 
6.13 Solution 
1 ( T E /) 
U,=— _ + [++ | — 
OU n ñ 
Il suffit de poser fx)= /% et lab] = [0,1]. 
f'étant continue sur [0,1] , [U, } est convergente et on à : 
CI 


IL suffit alors de poser fx)= /x(1-x) et [a,b]= [0,1] 
f étant continue sur [0,1] la suite {U, } est convergente et on a : 


6.15 Solution 


Dans cet exemple, on a deux choix possibles ; en posant 
fi@=snnxt lj=1(0,1] , ou encore : 


f6@)=snx et 1=(0,x] 
Naturellement, d'après l'unicité de la limite, les deux choix conduisent au même 
résultat. f, (resp. f, ) est continue sur, (resp. sur1, ) donc la suite {U, } 


est convergente et on a : 


A : 
lim Up = | snrxdi=—t | sinxéx= 2 
= xdx= ==. 
M 2120 -0 x 


n+e 


0 0 LC] 
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6.16 Solution 


$ CNP: 
Las 


On ne pourra pas trouver de fonction f telle que 


a+1 
1 @-2) 
ou encore We 2, s{a+x 4 LE) 
C'est pour cela qu'on va introduire une petite rectification en définissant une 
nouvelle suite (V, } par: 


2 a 
n 1 k kr 

Ve () Les Lee 
1 SO k . ke 

qu'on peut écrire encore: Var 2, 7 ar 

puisque le terme en k = 0 n'intervient pas. 

ñ 1 c k .kx 

En posant n° = n + 1 AR OT Er 


On considère alors la fonction f définie par: f(x) = x.sinzx et l'intervalle [a,b] = [0,1]. 
f étant continue sur [0,1], la suite {V,, } est alors convergente et tend vers la valeur 


moyenne de f sur [0.1]: $ 


D'autre part: lim Un = “im Vn = 


nte nt 


6.17 Solution 


ver /ETERES  du»o 
FT 
TT 


On considère la suite [U, }_ définie par: V, = Log U, 


rule) 


an 


On ne pourra pas trouver de subdivision {x, } , de pas” égal, de l'intervalle 10,1) 
en prenant f(x) = Log (1 + ax) 


où  f(x)=Log(i+ D 
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Donc il faut chercher une autre méthode. 
Or; on a vu dans le chapitre II (sur les suites) que si une suite {U, } converge vers 


une limite L _ alors sa moyenne géométrique converge également vers £ . 


St + "/SSS, —t 


Comme (+2) — 1 donc la suite {U, } est convergente et lim Un = 1 


Lu +e n+e 


6.18 Solution : 


a 
+ [Ce CRE ) , 
On pose f(x) = x® et [a,b] = [0,1]. f'est définie et continue donc intégrable sur 


[ab]. 
La suite (U, } est convergente et on a : 


1 

i 1[. 1 

lime | ae 
% 


2. L 1 
6.19 Solution 
Il faut distinguer 2 cas possibles : 
1er cas : p= q alors er. > 12, ionc la suite (Un) est convergente et 
0 


tend vers q lorsque n tend vers l'infini. 


2ème cas : Supposons p#q donc 2#1 Ona: 
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Posons k-(?) f=K* et [able [0,1]. 


La fonction f est définie et continue donc intégrable sur [0,1]. Donc la suite (V, } 


est convergente et on a : 
1 


1 
inv K*dx -| EE 


0 Û 


On en déduit que {U, } est convergente et on a : 


lim u, =q.limV, ROLE 
. La(£) Logp-Logq 


ne 


6.20 | On considère la suite définie pour tout n € N* 


ssl L + L 


AE Jared Vire Vr-(@-1) 
2) Peut-on utiliser la formule de la moyenne pour déterminer la limite 
(si elle existe) de la suite (Sn } ? 
b) On considère la fonction définie sur (0,1{ par: fx)= 
montrer que pour tout n € N* : 


4 


Solution 
On considère la suite : 


a) 
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avec [ab]= [0,1]. 


1-x 
On ne peut pas appliquer la formule de la valeur moyenne car la fonction f n'est 
pas continue en x, = 1 ; elle n'est même pas définie en x,= 1. 


b) Soit n e N* . Montrons que : 
LS 
ñ 
1 1 1 
Sa-r'(1-5)< | FO < S-—. 
0 
Considérons la subdivision de l'intervalle [0,1]. définie par : 
G=(x,=0,x,%,..,x,=1) où ee 
f étant strictement croissante sur [0,1]. Pour tout k € (0,1,2,.…,n 2], on a: 


Vre]lx,x sil Lu) < 1%) < Hay + 1) 


M4 1 +1 M+i 
donc (I ava< | wa< | Hu 4 1): dx. 


Ce qui donne : 
A+ 1 
CEE CAES 1) dx < (us 3" M): ane 
%x 


En faisant varier k dans (0,1,2..., n - 2}, puis en faisant la somme membre à 
membre, il s'en suit : 


1 n-2 si i n-2 
r2, fa) < fax < LAC OE 
0 
C2) 
1 ® 1 LE 
donc: Sue) 10) dx < F2 1) + 
û 
i 
1 1 1 
d'où : S-rfQ-D< fOdx<S -— 
Û 


©) D'après l'inégalité précédente on peut déduire que : 
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1 Lre % 
| fodx < $, < ste] 16 dx 
û Û 
qu'on simplifie en écrivant : A, < Sy < Bn » où À, et B, Sont respectivement les 
membres de gauche et de droite de l'inégalité ci-dessus. 


1 1 
u is 


1 
Or: li ü = Es 
ri lim A, = lim fax = lim Arcsin (+ 5 
none are re 
£ 1 1) 1 : 
D'autre part : ss) ——— m—— —— 0, 
L m4 3 AT a+ 


Finalement, d'après le théorème de comparaison des suites, [UA} est convergente 


ettend vers à . 


6.21 | Soit f une fonction continue sur [0,1]. et telle que V x € lab] fa+b -x) = f(x) 
» » 
a) Montrer que : | cioa-t | ft 


b) En déduire la valeur de l'intégrale 


Solution 
2) On fait le changement de variable t=a+b-x. 


di=-dx. Ainsi comme pour tout x € [ab]: fa+b-x) = f(x), on a : 


» . 


[ vba | es. tee] evo | x (Ex) dx 
a 5 a 
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» 


Ce qui donne : aaruo.| fo) dx . 


Ou encore : 


x sin x dx 


1+ cos? x 


x dx 


14 cos? x 


_#+0 
= —— 


* * 
b) D'après ce qui précède : 1 [ | 
0 0 


En faisant un nouveau changement de variable : u = cos x. Donc : du = - sin x dx 


D'où 1= 


ME 


+] 


On considère l'intégrale 1 = [ 


En faisant un changement de variable convenable, calculer la valeur de 
l'intégrale L (On ne demande pas de chercher une primitive) 


Solution 
Il suffit de choisir ie changement de variable qui transforme le sinus en cosinus. 


7m 
Posons x=- -1 donc dx 


-d @ona: 
2 o z 
sin x dx cos Li (- di) ‘cos 1 dt 
et 1= = = 
snx + ,/c0sx cost +,/sint sint+ cos! 
o x 
3 
s s %  Doù 1-J 2 
Dautre part: [+1 = | 1.&27 où 1=J = 7. ï 
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6.23 Soit f une fonction continue sur [à.b]. On considère u et v deux fonctions 
dérivables sur un intervalle I tel que u(l) et v(1) soient inclus dans [a,bl. 
On définit la fonction G sur I par : va) 
Vrel | fo à. 
ax) 
1) Exprimer G à l'aide de u, v et F, où F est la fonction définie sur [a,b] 


par: x 
F6) -[ fo de. 


2) En déduire que G est dévirable sur Let calculer G{x) pour x € 1: 
3) Calculer la dérivée de la fonction 
2 


G& se 
146 


Solution 
a) D'après la relation de Chasles, on a 


x 
cu] wa: | HOT 


ua . 
TS) ax) 
done G o| 104 - (I FO. d'où G()= FX) - F(u(x)) 


b) Les fonctions u, v sont dérivables sur I par hypothèse. La fonction F est 
dérivable sur _ [0,1] car f'est continue. Donc G, qui est composée deu, v 


euF est aussi dérivable pour tout x € 1 et : 
GG = [FGGT - IFUGN 


F_. F(v(x) - vx) . F(u(x)). 
à). F(G) + v'(x) : F(U()). 
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6.24 Soit £ une fonction continue sur [o,x] telle que : (| (D sin 1 dt = 0 


0 
Montrer qu'il existe un réel & € ]o,x [ tel que f(a) = 0. 


Solution . 
Considérons la fonction F définie sur [o,x] par: F(x)= | fDsmidt. 
0 


F est définie et continue sur [0,] et comme f est continue, F est dérivable sur 10. 
On a F(0) = 0 et d'après l'hypothèse _ F(x) = 0. 

Donc F vérifie les hypothèses du théorème de Rolle. 

Par conséquent il existe un réel æ € Jox [tel que F(a) = 0. C'est-à-dire 

f@).sina=0.Or ae Jo {donc sin &#0.Et par suite o)=0.  m 


On considère les deux intégrales définies pour tout x € R: 


: : 
a. € cos21 & et 8.| € sin 2 dr. 
0 ] 
1) Etablir deux relations entre A et B puis en déduire les valeurs de À et de B. 
à cn 
2DOnpose: I=| © cord et J=| € sint à. 
0 0 


- Calculer 1+J et1-J 
- En déduire les valeurs de I et de J. 


Solution 
1) On fait une intégration par parties de A et de B , on trouve : 
e‘sn2x B a) 
RSDEE NN 


BE —_————+— [0] 
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2) En utilisant la linéarité de l'intégrale , on a : 


| étiraroa | edi=e"-1. 
0 0 
x x 

| srrsoue| e‘cos 21 dt= A. 
0 û 


où A est l'intégrale calculée dans la question 1°. D'où 21=A+e*-1 


=(A+e-1/2 et 1=€-1-A)/2. 0] 


Ce qui donne : 


6.26 | On définit la fonction F par : ru] 


a) Déterminer le domaine de définition de F 

b) Etudier la parité de F et calculer les limites aux bornes. 

€) En utilisant la relation de Chasles, calculer F(x). 

d) Dresser le tableau de variation de F et donner l'allure de sa courbe 
représentative dans un repère orthonormé. 


Con cherchera à majorer (>) ) 
VE 


Solution 1 
2) La fonction f définie par 10 = est définie et continue sur tout 


Visé 


intervalle fermé borné de À . Donc elle est intégrable sur tout intervalle fermé 
d'éxtrémités x et 2 x, pour tout x € R_. Donc F est définie sur tout R 
D'où D,=R . 
2 


b) Calculons  F(x)= | 


Pour cela, faisons le changement de variable 1=-u donc dt=-du 
2x 


et me See pp 
=: 


l+u 


Donc F est impaire. Il suffit alors de l'étudier sur l'intervalle {0, + + [. 
ÎlLest clair que F (0) = O Cherchons la limite de F au voisinage de + + . On a: 


VIER 1+#>1# donc 


2x 


a 
donc pour tont x € R*, : 0 < F(x) <| 5 O] 
C 


Donc limF(x)=0 


x + 


26) 
€) On a déjà vu que si G(x)= [ ft) de et si est une fonction continue et u 


dérivable, la fonction G est dérivable et GX) = u' (x) . f (u (x) . 
D'après la relation de Chasles on peut écrire F(x) : 


F 
rue| Ê J a. 
14 14 


0] (] 
1 


2 
donc : ED —© - ——. 
Visi6xt Ji+xt 
En réduisant au même dénominateur, puis en multipliant par la quantité conjuguée 
on trouve : 


30-21) 0 +2x) 


F= 


ae 4x 1 i+16x 42. Visxt] 


La dérivée s'annule pour les deux valeurs + 14/2 
On en déduit le tableau de variation suivant ; sur [0,+se{ : 


[ x |-e W2 4 
EDS 

| F@ F(W3) 

| SET ar 


L 


D'après l'inégalité (*) on peut calculer une majoration de F () 
3 3 
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Soit une fonction de classe C sur 10.a] . a>0 . On suppose que F est stric- 
tement croissante de [0,a] sur [0.b] avec (0) = 0 et fa) = b. Posons £ 
1) Monterque: Vaæe loa] 38e lobl tel que: 


a (] 
[ xf wa] g@) dx 


(] 0 


a s 
En déduire que  aB= | x) dx + | gGdx . 
] 0 


2) Montrer que V & € [ol V B'e lob] 


a 8 
af < | fG) dx «| g@) dx. €) 


(] (] 
3) En étudiant le sens de variation des fonctions définies par 


rer | gé)dx et | fx) dx 


Ü 0 


définies respectivement sur [0.8] et [o,a], retrouver la relation (*) 
4) Soient p et q deux réels strictement supérieurs à 1 


tlsque L + | =j  Déduire de ce qui précède que : 
P q 

NS 

V@.per, aB<+— 
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Solution 
1) Soit a € [o.a] . Prenons B = f(a) et faisons le changement de variable x = f(t) 


B 
dans l'intégrale | g@) dx 


0 


a a 


$ 
On a dx = f(t) dt. Donc : if wa] smo.roa| 1.f @dt. 


Û] 0 0 

Ce qui montre le résultat puisque (g o f) (D =t 

D'autre part : 
« 8 a a 

[ f(x) dx «| gx) dx | (x)+ x (x) dx = | GG) dx = [x 10) : = of 
(] 0 0 0 


2)Posons a'=g(B);ona: œe [oa). 


ler cas : a < @. En utilisant la seconde égalité domontrée dans la question 1°) , 
on peut écrire : 


a 8 a a 
.| to | g@) dx | was] fx) dx 
0] 0 (] 


0 
a a 
| fx) dx + ap" | fa) ax +æB' puisque f est supposée croissante. 
« a 
Ce demier membre peut encore s'écrire : 
(@-a)f(x)+0B=ap-xf+af=af car B'=f{). 
Ce qui montre la relation (*). 


2ème cas : ao: 
8 # 2 2 
son. | we] was] gtdx > af .| gB)ax 
Û Û 3 


car B'>f et g croissante. 


Ainsi Jzaf+(8-8) g@)=Ba ca g@)= a 
Ce qui montre la relation (*) dans ce 2ème cas. 
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: 


soeur | g@)dx. Donc h'()=a-g(t). 


0 
Or f'est croissante, donc: VLe [ob]  g(t) < g(B) 


Comme g(B)= & . ceci montre que h' est positive sur [0,8] 
donc: VB<B h(B)<h(B) Cesta-dire: 


# 8 L2 œ 
ap À g@) dx < ap | géax d'où: of À gtx) dx <| LOL 
ù 


0 ] 0 


a (] 
VB'e lo,B] ”«| so | gx) ax. 
(] 


0] 


Ce qui montre la relation (*) dans le cas f'< B (c'est-à-dire œ<o) 

En utilisant maintenant la fonction k, acec un raisonnement analogue, on montre 
la relation (*) dans le cas a > a. 

4) Posons f (x) = xP" ! . f vérifie les hypothèses ci dessus . 


Comme + 


1 
—=1 ona py=p+q. 
q p+q 


| 


D'autre part, comme (p-1)(q-1)=pq-(p+q)+1=1, 
La fonction réciproque de f n'est autre que la fonction g définie par : g(x)= x1 


a ; 
NL: 
x WE « | xl dre 


(] 


0 


D'après la relation (*) on a : 


Ceci nous donne une autre démonstration du lemme qui permet de démontrer 
l'inégalité de Hülder (ef cours). CI 


2) Calculer L, 
b) Montrer que pour tout n21 


€) Montrer que sin>l ona: 1 < 2 
2(n+1) "_N+1) 


d) déduire de ce qui précède la limite de la suite {S, } 
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Solution 


[ D L(Log( +) = Log2. 


b) pour tout n > 1 on a: 


| 


(] 


1 


En multipliant chaque 1, par (- 1} puis en faisant la somme membre à membre, 
on wrouve après simplifications : 


ROSE TO US 
Comme  (-1ÿ*=(-1) il Visat 

Lei. S eu E +E DL. 
d'où L=(C10".(+5,). 


€) Pour tout x € [o,1] on a 


L 
Cœidome << 
d) Lorsque n tend vers + æ.., tend vers O d'après le théorème de comparaison 
des suites. Et d'après la question (b) la suite {S,}_ est convergente et tend vers 
Log 2. . 
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6.29 | On considère l'intégrale | x /T-xdx 


1) Etablir une relation de récurrence entre 1, et1,.,,n € N° 
2) Calculer 1, puis en déduire la valeur de 1, en fonction de n 
3) En faisant un changement de variable et en utilisant la formule du binôme, 
donnez une autre expression de I, 
Que peut-on en conclure ? 


Solution 
1) On fait une intégration par parties, en posant : 


2 
donc V= 70-1) 


3 
«| Lx)? dx 


| xl (ex) Tex dx. 


0 
1 1 
n ne 2n| à» 
Tex de | V/T-x dx done! 
0 0 


En passant les 1, dans le membre de gauche, il vient après simplification : 


2n 
LE 335 hi 


1 
2) efura(se 


° 


3 


__2n  2n-2 
Ainsi LE Zn+3 mi 
d'où 
___2n@n-2)..x4 x2 x2 
FGn+DQGn+Dx7x5 x3 
1 122823 
Ce qui donne : his 


Gn+3) 
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3) Faisons, maintenant, le changement de variable: 1=1-x donc 
x"=(i-n)" et dx=-dt 
1 


fe 
[ovssf DATE r}a 
0 


0 
(] 


Ko 
0 
si 
CR EE n a : 
ee El. LR 
Z n Ci PE 2, n CD res 
z 
SO 2n+3 
Conclusion : 2 nl+nt2rt 
2, OÙ 55 Gn+3)1 L] 


6.30 


On considère l'intégrale 1, = [ se 


0 


1) Calculer 1, 

2) Etablir une relation de récurrence entre 1, et 1,., (n2> 2) 

3) Calculer 1, en fonction de n 

4) Déterminer, pour n fixé, la limite de 1, (x) ; lorsque x tend vers + 


1, i-t 


‘ 
5) On pose Jn =1, ()= [ 


dt. 


(] 


1 
Monuer que pour tout n € N° : 0SJ,< 7 


AS 
@Onpos U,=| Xp, | Montrer, en utilisant le caleul de 1, que : 


KErok) 


Vnen*  U,<e<U,+2. 


7) Calculer la limite de U,_ quand n tend vers + 
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Solution 
x 1. x 
re 1-t 
D Soit = | —— di. Cakulons 1=2| 1€ «. 
ù Û 
On fait une intégration par parties : 


u=t donc u=l et  v=el-t donc v=- 


eo 


3) En écrivant les (n-1) relations (*) puis en faisant la somme membre à membre, 
on trouve, après avoir simplifié et remplacé 1, _par la valeur trouvée au 1°) : 


1-x [$ #] ce 


7e -Lén 


4) Sachant que l'exponentielle l'emporte sur la fonction puissance, n étant fixé 
ona: lim In () = € 


1 14 x + 
5) “| LE a) ,on aévidemmentJ, > 0 
Û 


<> vnen* 
Di 


6) Si on prend x = 1 dans (**)on aura J,=€ + U, d'où le résultat cherché. 


7) lim Un = € (évident d'après la question 6) = 


n+te 
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CALCUL PRATIQUE DES PRIMITIVES 


Dans les exercices suivants, calculer les primitives des fonctions suivantes ; 
à l'aide du tableau des primitives usuelles ou bien en utilisant l'un ou les deux 
procédés fondamentaux : changement de variable et intégration par parties. 

1 
TA LE —— 7.2 1)= —— 
x (Log x) x/T+ Logx 
x Log x 
73 162222 T4 W=xe 
(29) 
sin x 2x 4 
7.5 f=cosxe 7.6 (=€ .ce 
n x - cos x _— 
DT ST cz 78 f)=xtg"x 
1 
T9 De — 710 = V/x-1 
3+5x 
TL KG) = (142x) Arg th x 7.12 f=x?shx 
Solutions 
7.1 Calcul de  F(x)= sx 
x (Log x)? a 
On effectue le changement de vanable : u= Log x = dus © . 
du_ 1 -1 
ro fte Let L 
7.2 Calcul de  F@= [= 
x/T+Logx 


d 
On effectue un changement de variable : u= Logx =du= +. 


F@= 2/T+u+C=22/1+#Logx +C = 
FE 


7.3 Calcul de ro [its 
G+x 


Effectuons d'abord le changement de variable y = x? = dy =2x dx. 
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7.4 


4 7 


1 
F)= [ 198 à. Maintenant, faisons une intégration par parties en posant 
a+» 


u= Logy . doncu 


x 
calcul de ro fre &. Li 


on effectue le changement de variable 1=/x= dx = 21 di 


2 0 
ro-[re .Qrdÿ= [+ .€ .di=F,(). 


il faudrait faire trois intégrations par parties successives pour abaisser le degré du 
polynôme P() = 2 © dans la dernière intégrale . En pratique , on utilise la méthode 
{simple ) suivante : sachant que F,(1) sera également le produit d'un polynôme de 


même degré et de ©‘ on écrit F,(t) avec des coefficients indéterminés : 
FO = (a + bé+a+4)e" 
En dérivant F,(t) eten identifiant , il vient : 
FO = [Ga + bé + ct+ d)+(Ga/+2bt+0)]e'=2r .e" 


On simplifie par ©* puis par identification . il vient : 
a=2:b+3a=0:c+2b=0;etd+c=0.Cela donnea=2;b=-6: 
etd= 12. Par conséquent : 


4 t 
FQ)= F0 = QE -68+ 1214 12)E +C 


3 
=2.(V/x-3x-6/1+6e  +C. =: 


7.5 Calcul de pe [one au 


On effectue , naturellement , le changement de variable : 
u=sinx. = du= cos x dx. eton a: 
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u u sinx 
ro-[e .d=e +C=€ +C. 


2 2 
7. 6 Calcul de moe rmc'ae| (@”) 05€" ax. 
x x 
On pose u =€ = du=€ dx donc F(x)= | u. cos u . du qu'on intègre par parties 


SE du=u .sinu+csu+C. 


Rx x 
D'où F(x)=e sine +cœ€ +C. L] 
7.1 Calcul de no [rm 
snx+eœx 


En divisant le numérateur et le dénominateur par cos x, il vient : 
[ext 
FG= [ rs Le 
On effectue maintenant le changement de variable : 


1 à 
uegx = x Armgu et ds, Doù Fe] 1... 
1+u? u+1 1+u 


La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle sous le signe 


somme, donne : 
udu [du _1 2 
sue [a “fe art ronmmuise 
D'où FG)= Ê . Log (1+1g/x)-Logl1+1gxl+C 
ouencore  F(x)=-Logisin x + cos xi+ C = 


7.8 Calcul de rue [rar 
On fait une intégration par parties . On pose : 
u=x doncu'=1l etv=tgix donc V=tgx-x. 
É 
F@=xGex-x)- | (ex-méx, doù FG=xtex-x?-Loglcosxl++C 
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2 
x 
Par suite F@)=x gx - 2 - Loi cos x1+ C. = 


7.9 Calcul de FG= | —% 
3+ 


u= ]5 -X donc dx= 


1dx. 


7.10 Calcul de rwe| x 


On fait une intégration par parties en posant : 


donc v=x. 


dx puis on écrit x? 
1 


ar so | 4 
V1 


2FG)=x V7 -1-Logix+ x -114+ C. 
2 Lœlx+ Jx-1140 


ouencore: FK)= + 


7.11 Calcul de  F= fe + 2x) Argih x dx. 


On fait une intégration par parties en posant : 


u=Arghx donc u 3 Av=(l+2x) donc v = x + x? 


FG)=(x+ x). Argthx 
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ax puisenécrivant x=x- 141 


romacsoamen |. 


FX) = x(1+x) Argth x + x + Log Ix - 114 C C] 


7.12 Calcul de so [ea 


On fait deux intégrations par parties successives en posant : 
u=x doncu'=2x. etv=shx donc v=chx. 


F@=xX a 2 fre puis en posant : 


u, 


donc w,=1 et v,=chx donc: v,=shx. 


F(x) = x/chx-2.[xshx fau 1 


F@) = x chx-2xshx+2chx+C. C] 
Dans les exercices suivants, caleuler les primitives les fraction rationnelles 
sé 
‘e 3 
713 = T4 (= 
x 4 + 1)(x 
10 x-1 
TAS Me 7.16 = — 
G+4x+5) @-x+1} 
Solutions 
K+ x°-8 
713 Calcul de F(x)= | ——— dx 
x -4x 
On commence par décomposer la fraction rationnelle f, en éléments simples, 
dans R (x) : 
: 2,7 1 
Ra x 4x +44 +. puis en intégrant, cela donne : 
3: 2 
F2 L 44 x + 2Logix 147 Logix -21- Logix+21+C 


1) 
savetor(s rs +C 


x+3 Li] 
+ 1Xx-2? 
On décompose la fraction rationnelle , en éléments simples dans  (X). I! s'en suit 


ou encore : F(x)= 


7.14 Calcul de rw 
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EG= | (1 AE 
Va» 5@-2 56%) ) 


3 3 | 2x 1 [ & 
= Le Loge 24 <. | xs =. |. 
D TOME = CE: EE 


» -1 
F&2 


Loire 214 à Log (RP + 14 + Are x + C. L 


7.15 Calcul de Fa)= [ en 
(GÊ+4x+5) 


Le changement de variable simple 1 = x + 2 (mettre sous la forme canonique), 
transformerait l'intégrale comme suit : 


dt 
F(x)= . 
Î +1 


Une intégration par parties de cette dernière intégrale augmenterait le degré du 
dénominateur, au lieu de l'abaisser, Ainsi, pour le calculer, on pose, pour tout 


nent: 1 [ —%— ei lon va établir une relation de récurrence entre 
+1 


3, eLJ, ,, en faisant une intégration par parties . 


[en 


Posons : œu= 


u= 
+ 


2 
Ainsi : DS Per Jr EL 
+1» ÉrDrS 


En ajoutant et retranchant 1 dans la dernière intégrale, on obtient : 


j 


+2n3,-2n, 45 


+0 
On en déduit la relation de récurrence : 


Ainsi F@= PE 
a@+m 4 
t 
—_# 
2@+1) 
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Par conséquent , on peut écrire : 

Le RE NP M SO 

es'ibestr fee 

en renvenant à la variable x , cela donne : 
x+2 +6 


FG) 


FG)= 


3 
5 ——>5 + —— + — Arc + 2)+ CI 
AG 44x45) BG +Ax+S) 8 


7.16 Calcul de FGy= | SD 
G-x+ 1} 


__-1 493 dt où 1e (221 
Gx+n 9  Jé+1ÿ (3) 


Or d'après la formule de récurrence, établie dans l'exercice 7.15, 


ona: 3 
&+1ÿ 


Par conséquent, en revenant à la variable x, il vient : 


Poe Bag, = 


Gex+1) 6@-x+n) 2 (V3 


1 
pe 
26+1 ? 


. Arc 14 C. 


Calculer les primitives des fonction irrationnelles suivantes : 
475 

2. /x+x Ver 

: 2) L@= 


9 3@ Wa) 
x 


Solution 
1) Calcul de F(x)= 


On commence par chercher le dénominateur commun k des exposants 
rationnels de x . Ici k-= 6. On effectue alors le changement de variable 
x= 6 = dx= 6 


152 - Chapitre VII 
——— — ——_—_—_—_—__—_—_— 


2,6 s 
Fos | TE. 66 à = Et a. 
Ê-8t Ê-8 
On décompose en éléments simples dans R (X) la fraction rationnelle : 


Érots 3 51+6 
HQE Re 
@2 C+21+4 


fi = 


+3 Loglt-21+ 2, Log (É +21+4) 
2 


dt 


à d 1 
où: = g— 
Évusa J@+0)+3 3 


En revenant à la variable x , cela donne : 
+ 
3 


pe Lena -214 Le CV V0 ae 
3 


PL 
xD 


Le dénominateur commun des exposants rationnels de x est k = 4 . 
On effectue alors le changement de variable x = 1° => dx = 4 ê.d. 


3 2 
F@= = adm. | ta, 
ÉD 


1 

na #2, 
g-1 

En revenant à la variable x, cela donne : 

14% 


1% 


2) Calcul de rue] 


F()=4 x -2.Log +C. n 


Dans chacun des exercices suivants calculer les primitives : 


718 Me — 79 m=— fr 
: GP 2 &-1? vx 


x+3 x+4 


= ——© 1) = 
7.20 Fax 1 PE 
7.22 = — 7.22 =V/7+2+2. 
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Solution 
x+1 
&-3)/x-2 


On effectue le changement de variable: 1= /x-2 
D'oùx=t+2 etdx=2.dt 


7.18 Calcul de rwe| dx. 


En revenant à la variable x, cela donne : 


FG) =2%+4 Log |V*2"!| +C L] 
Vxi+1 
7.19 Calcul de F2 | —— ax 
(2) NU nn 
On effectue le changement de variable : 1= / = 
2 
1 
D'où xl à nu=-2%. 
-1 &-1) 
En remplaçant dans l'intégrale: il vient : 
2 
FG)= (ere - Er Da. 
a) g-1 
= 2 RS : 
[etape 
eo 
= +2 Lelt-1l Loglt+11+C. 
En revenant À la variable x celà donne : 
x+]i 
ro S20 PET 410 & = 


3@- 


T2 


72 
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=- fa] 
V9-& 
=-/54x +Arsin (5 DE 2) +C. 
x+2 


Ceue dernière intégrale s'obtient en faisant le changement de variable 1=—— 1 


4 
Calcul de ro-| ES gs 


Vr+2x-3 


F@= 


| +8 , [aase à 
FRAPPE k 
Viens 7) /èsxs 
F3 | 

Ÿ +1) -4 


Pour le calcul de cette dernière intégrale , on effectue le changement variable : 
21=(x+1)=2dt= dx. 


e 


V&+1ÿ-4 484 
En revenant à la variable x, cela donne : 


Fe / +23 31e DL Vas 4e 


dx 
2 Calcul de  F(x)= (I . 
xVi- 
Lère méthode: on effectue le changement de variable x = sin u donc dx = cosu du . 
Ce qui donne : 


cos u . du du 
Fos fs LE, 
Sinu-coœu” | snu 
On effectue un nouveau changement de variable 1= 1g 5 


{méthode générale pour le calcul d'intégrales de fonctions trigonométriques . Voir 
plus loin : Cela donne : 


24 
snus2l et du= 2%. (ar u=2. Artist). 
1+É 


1+8 ° 


& 1+8 2.dt_ |dt 
Ainsi : Le Fe S- = Log. 
sinu List ë 


Ainsi, en revenant successivement, à la variable u puis à la variable x, il s'en suit 


F@= Log |u G arsinx ] +€. 
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2ème méthode : valable pour le calcul d'intégrales du type : 


on pose 


dx 
ee 


Dans notre cas, on pose : 
Ce qui donne : 


7 
Fe | — 
1 


= 1e +2 Pi | + C2 Logtxte Log (+ fisc. nm 
7.23 Calcul de rwe| Je +2x+2 8x. 


11#+C 


On écrit F(x)= [ (x+1)+1 dx puis on effectue le changement de variable 


@+D=sht= dx cht de. 
st i+i ana [rue [(2 ue LanasL+c 


1 1 
Par conséquent: F()= 2 .sh2 Arssh(x+1)+- Argsh(x + 1)+C 


Dans les exercices suivants, calculer les primitives des fonctions trigonométriques 


1 . 
7.24 ep 725 serge 
16e, DT ya ES 
cos x (1 + cæ?x) sin2x 
1 
7.28 = 7.29 f(x) = x. 


TT 


Solutions 


7.24 Calcul de  F(x)= 


T+2cosx 


La méthode générale consiste à effectuer le changement de variable suivant 


te xs 2 Ariel a dx 


156 - Chapitre VII 


Ha 
En remplaçant dans l'imégrale ci-dessus, il vient : 


je 2 Lo 3: 


F@= | = = — +, 
3 Ja V3+1 
à Vu 
En revenant à la variable x, on obtient :  FG)=—— Log |——" |+ C. 
V3+8> 


7.25 Calcul de FG)= [ES 


cos x” 


En effectuant le même changement de variable que dans l'exercice n° 7.24 
(ci-dessus) on obtient : 


[e Vars Logiti- Logtt+ 11+C. 


Tir 
x 
va 
D'où F(x)= Log |" Le = 
LES 
7.26 Calcul de po [ee 
cos (1 + cos” x} 


La méthode générale conduirait à des calculs trop compliqués. 

Remarquons que cette fonction peut s'écrire sous la forme : F(x) = sinx. R (cos x). 
On effectue alors le changement de variable u = cos x = du = - sin x dx . 

Ce qui donne : 


ra | Le -[e 2 Jane tortue ge Le (ic 


u(+u) J\u 1+u 
. J'i+ cos? x 
D'où FOsLe | T)+C- C 
7.27 Calcul de roc [+ dx. 
sn2x 


ona su-| VE? af Eu 


2. sin x cos x 2igx .cosx 


Cetie fonction f s'écrit seulement en fonction de 1gx et de puissances paires de cos x 
(ou de sinx). Donc on peut effectuer le changement de variable u = 1gx. 
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ona: du=(i+tx)&=- à. Donc: 
ax 


_|Y dx a 
ro [5 (&} du aus vit c. 
Par conséquent : FQ)= Ex + € = 


7.28 Caleul de FO= | 
On effectue le changement de variable u = 1gx 


D 


donc x = Arclguet dx= 


1+u? 


rose LS 
+uxi +?) 2 Fe 


1 1 2 1 
=3-Losli+ul- 2. Log(u?+1)+5 Aru+C 


1 1 
D'où FG= 3 Logli+igxi+ à Logleos x1+ + C = 


7.29 Calcul de F(x)= | 18xdx. 


FGO= | Ligx. (+1/x)-18x) dx. 


2 sinx 
dx - | ——ax. 
gx (1+1g" x) dx [es x 


Dans la première intégrale on pose u = 1gx. et dans la seconde , on pose V = cos x . 
Cela donne : 


ro [. 


L 
Finalement _F (X)= 3 1? x - Log lcos x1#+C = 


7.30 | Calculer les intégrales suivantes : 


LME ee PC ER 2) 
Hx+Zchx 
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à 
1) Cake de [ES 
On écrit la fonction sous le signe somme en fonction de e* : 
1 : 1 2e° 
Shx+2chx er RSS 
7 +é+e" 


On effectue alors le changement de variable t= e* , donc dt = e* dx . Il s'en suit : 


[2,2 V3.a 
3e%+1 /3)(4/3.9+1 
se eg V3 14 C2 Arcg(/3. e)+C 
3 


2) Calcul de 


L+ch2x=1+sh/x+chf x = 2h x. 


D'où | pa dx. On effectue le changement de variable 
2. chx 


t=chx = dit=shxdx. 


t- &_ 1 x ere sl 
D'où ft he Finalement: J= + C 


8.1 


8.2 
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NTEGRALES GENERALISEES 


dx 
#21 
0 


Etudier par un calcul direct, la nature de l'intégrale : 


Solution 
Posons, pour tout x € R-{-1:1] : 


L'intérale 1 admet deux singularités en 1 et en + +, 
Pour cela on écrit pour a >1 : 
1 


va] el 4 
x.1 #21 
0 0 û 


En outre : pour tout x € R-{-1:1) fx)= 


+h+l 


1 
2G-D Z@+0)° 
" 1 x-1 
Une primitive de est donnée par F (x) = Log EE 
Par définition on a: 1,= lim [ F(X)-F(o)]=-° donc I, est divergente et 


donc I aussi. a 
= 


Etudier la convergence des intégrales suivantes 


Solution 
Pour I : on a un problème au voisinage de O et au voisinage de 1 


ç Le à n'est pas définie en ces deux points) . 
FT 


< 1 


Posons donc 


Li si 
A ee [ Het a al [ LE dxoù0<c<1 
Û ê 
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1: Lox _Logx-Lœ 1 


x-l x-1 


qui n'est autre que le taux d'accroissement de la fonction Log au point 1 


Lœ x 


donc on aura 1 donc L, converge 


ST -Logx quand x 0. 


Et comme on a | - Logx dx=- lim | Logxdx=- lim [xLogx-x Je 
0 0 
Q € € 
=c-cloge 
Donc I, converge . 


En definitive [= 1, + 1, est convergente . 


Pour_1': | LoEX à, on fait le changement de variable 1= 
G 


8.3 


= im [ =+œ. Donc K diverge. 
€0 2 


Ainsi, J qui est la somme d'une intégrale convergente et d'unc imégrale divergente 
est divergente A 


Préciser la nature de l'intégrale généralisée suivante : 


Solution 
1 est bien une intégrale généralisée puisqu'on intègre sur un intevalle infinie 
Le seul problème qui se pose ici, c'est au voisinage de + 
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Or au voisinage de +1) — + etf0)>0 Vxe[1,+=1. 
x 


1 
FX) dx est ame | —; dx estconvergente . 
x 


Quelle est la nature de l'intégrale généralisée 


Ai 
AE qu, 


Solution 

Lest une intégrale généralisée car l'intevalle d'intégration est infini, et en plus quand 
x tend vers O : (x) — + ce . 

f'est définie et continue sur ] 0,+<» [ 


1 ua 
Ar 
posons [= 1,+L, avec | ue ar] ACEX ax. 


À x 
0 1 


Sur 10, 1] fx) >0. " 


Au voisinage de 0: fa) ,0r | LL est divergente donc 1 diverge aussi. 
x x 


Etudier la nature de l'intégrale généralisée 


Solution 
On est en présence d'une intégrale généralisée, aveë f définie et continue sur [0.+ce{ 
etfx)>0  Vxe[o,+æ[. 


au voisinage de +æ0na:  fx)= 


Etonsaitque lim x°e 


=0 pœrtout æ>0 . 


Donc x*e*<M pour x voisin de + (x2a>0). 
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0 opiee T  —— 


Ainsi : 


En particulier si a= 1, on aura: 


ï 
7 done [ 2° dx est majorée par une imégrale de Riemann convegente, 
c 


donc elle est convergent . Par conséquent (I f&)dx est aussi convergente . 


-| woa| wa + | fa) 4x . 


(] (] a 


Finalement : 


Ainsi Lest la somme d'une intégrale définie et d'une intégrale généralisée convergente 
ce qui implique que I est convergente. : 


Etudier l'existence de l'intégrale : @+1-/x7+2x+2)dx 


Solution 
Soit f définie par _f{x) = x + 1- /x?+2x+2. 
£est définie continue sur [0 ,+ [ + f@<0 Vxe [o, +=. 


Le seul problème qu'on a dans cette intégrale généralisée se situe au voisinage de + 
ï à 


1 Ü 
Posons : Az (x + 2x +2) “ent +) 
+1} 


Soit u= 


=. Lorsque x est au voisinage de +, u est au voisinage de O et 
+1} 


1 
ona: VTru= l+qu-pu+ue(u) 


= es) 
244% 8G+x) +1) (a+ 


Li 
OR ee =) 
2(+x) 8(1+x) &@+1) x 
1 1 1 1 
Doù: feet paf 
2G +0 8@+) G+1) () 


-1 


Finalement : au voisinage de +æona f(x). 71. 
2(x+1) 
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‘a 

1 - " 

Or: ( “KT S* es! divergente, donc I est divergente. 

1 L 

Soit p € N* 
1) Montrer que la fonction x -+ (Log x} est intégrable sur ] 0,1]. 
1 


2) Calculer 1,= [ (Lo x? dx . en faisant le changement de variable 
0 


L= log x 


Solution 
1) On saitque Vaæ>0 lim x° (LogxŸP=0. 
240 


pour e=l,ilexisæen>0 telque :[0<x<n = kK*(Logx}Ÿ1<1 
1 

D'où I(Logx)?1<— au voisinage de 0, et ce pour tout & > 0. 
x 

En particulier pour &=-7 ona 


e Ù] 
[ dX__ est convergente donc [rain est convergente . 
TA 
x 

û] 


d'où I, est absolument convergente donc convergente. 


2 t=igx—xse doù dx=e dt 
° ° 
=lim | Petdt = lim J ee] ef dt. 
» € e 
eo * 
Loge 20 Loge 


° 
o Lstréh-p| el 


Log € 
doù I=limJ=-pl,.; et par récurrence on alors L=C1P ptit 


- Finalement : 1,=(-1Ÿ p! 


p-1 
8.8 Préciser la nature de l'intégrale [ m5 dx suivant les valeurs de p 
x 
0 
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8.9 


Solution sù 
La fonction x— © est définie surR°, VER. 
x 


por a0ona [ x"! &x -| es qui n'est convergente que si 1 - p< 1 
; 
x 


0 


C'est-à-dire p > 0 — 
Fe 
au voisinage de iæ Soit [ RS. 
Û 
Ê pe? 
Or 5 — x ? au voisinage de +. 


donc | x? 4x -| SL qui nest convergente que si 2-p>1 doù p<1 
Tr 
x 


+ à 
Par suite l'intégrale [ ss dx est convergente si et seulement si 0 < p< 1. 
” 
0 


Nature de l'imégrale | 


Solution 
Le seul problème qu'on a dans cette intégale généralisée, se trouve au voisinage 
de +0, 


or Vx2e onsaitque "V/x>Logx 


C'est-à-dire: x >(Logx)" d'où 


1 à dx 
r< = ctonsaitque | À diverge 


(Log x) 


Par conséquent : | est également divergente . 


og x)" 
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1) Pour quelles valeurs de n € ZI, existe t-il ? . 
2) Etablir une relation de récurence entre les 1, 
3) Calculer 1, . 


Solution 
1) Pour ceue intégrale généralisée 1, , il y'a problème en O een 1 


Au voisinage de Q : 
— x" donc on n'aura convergence que si n > 1 . C'est à dire n > 0 


x 
Vi-x 0 


Au voisinage de 1 : 
om 
VicktiVi 


pour n 20 
2) En faisant une intégration par partie de I, on trouve : 


1 
L=— Le 


3) pourn=2k onaura: Li 


dont l'intégrale converge en 1. Donc 1, converge 


__en 
EC 


pourn=2k+1 Less 


8.11 Etudier l'existence de l'intégrale suivante en fonction de & 


| x* (Lee Sax 


(] 


| x% dx. qui n'est convergente que si @ >-1 
] 


On sait que 1 - e* = - x + € (x) pour x voisin de O 
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Donc: 1-e Vi pour x voisin de +2 
FE «1 
D'où: x@-e V')-x" 7 lorsque x -» + e 
ee 1 
eZ 1 
Ainsi : x dx convemesi a <-+ 
sé 


1 
)dx converge siet seulement si:-1<&<-. 


77) 


Finalement : | (ee 
Q Li] 
TG 
8 (1 + x) 


1 
3 
x 


8.12 


Préciser la nature de l'intégrale 1= [ 
(] 


Solution 

sn 

CR A PR Y x>0 
Lu+n | Lost +x) 


a 
VE 


F (ae 


x - 
cm | À converge pour tout 2>0, l'intégrale | 


e VE 
au voisinage de 0. CETTE) = 


dx converge. 


0 


au voisinage de + 
1 1 
sin à pour x+e d'où Asn(s)-5 
x x E 
2 
et comme ——— < pour x assez grand 
x?Log(l+x) x? 
de 
alors ____ onverge car majorée par une intégrale convergente. 


3 
* x Log(i+x) 


8.13 
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1 
de < an(s 
XL dx converge 


En définitive «| EURE s 


0 


Soit la fonction définie pour x € R par ro 


0 
a) Quel est l'ensemble de définition de T° 


b) trouver une relation entre D (n + 1 ) et (n) 
<) Calculer F(n+1) pour ne N. 


Solution 
a) l'ensemble de définition de l” , est l'ensemble des x € R pour lesquels l'intégrale 


‘1 Le: du est convergente. 
0 
au voisinage de Q :ona let"! . (fonctions positives) 
« 
or [ 2-1 @ estune intégrale de Riemann qui converge Si 1-x< 1 
0 
c'est- à -dire si x > 0. (c étant un nombre strictement positif). 
par conséquent : ile tar converge si x > 0 
ji s 
ona Me'—0 Vue R 
donc en particulier pour & = x + 1 =(x-1)+2 et dansce cas (CfEx 1) 
ste M < 
les. pour Lassez grand. 
he d 
donc | t'letdt converge Vxe R 


En définitive (I #° le! dt converge si x >0 
Par suite l'ensemble de définiion de est Dr = 10,+l 
b) par une intégration par parties, on montre que T'(x+1)=xT(x) Vx>0. 
€) En appliquant la relation précédente pour x=ne N 
onaura F(n+1)=n! Fi). or F(l=1. 
doù T(n+1)= Vne N. ” 
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1) Soit Le R°, etæe R. Trouver les valeurs de a pour lesquelles l'intégrale 


[ e ‘1% est convergente. 


(] + 


2) a) Soit x € R , montrer que [ — cos (x) dt est absolument 
convergente Li 
b) Soit la fonction définie par 
fa)= © cos(x) dt montrer que f est continue sur R . 
ï 


Solution os 
1) À>0 etae R , posons e| et del +1. 
0 


[ave as.[ et dr. 


0 1 


où 


étudions la convergence de 1, et de 1, 

pour, : au voisinage deO  ona e*'é 

donc puisqu'on est en présence d'une fonction positive, 1, se comporte comme 
1 


| 1“ du intégrale de Riemann qui converge si a > -1 (diverge si & <- 1). 
° 


pour 1, : quandt—»+ on à Pe*'—0 vBe car À >0 


Donc la fonction 8 = À €" 


est bornée au voisionage de + , (# BE R). 
c'est-à-dire, pour tout B € R, ilexiste Me R tel que © e*'<M pour 1 assez 
grand. 


sa é% M 
En particulier si B=@ +2 on aura alors: (es 


2 
C'est-à-dire que 1, sera majorée par une intégrale de Riemann convergente, donc 1, 
converge et celà pour tout & € R . En définitive 1, converge si a >-I et 1, converge 
pour tout & € R donc I converge quand les deux inégrales 1, et 1, sont en même 
temps convergentes, c'est 4 dire si æ >- 1. 

2)a)ona: 


[ - [ : [ : [ “3 
cos (tx) dt | < Icos (tx) I dt < di= e t°dt 
ke ler ral 


8.15 
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+= 


Donc l'intégrale [ cos tx 
Va 


dt est convergente, car elle est majorée par 


o 


une intégrale convergente (À = 1 et & = ) d'après la première question. 


Ce qui démontre la convergence absolue de l'intégrale donnée. 


ï 
b) we | _ cos (x) dt , soit x, € R , montrons que f est continue en x, 
ï 


0 


ta+x) 


fx) -f(x,)= — (cos (tx) - cos (1x9)) dt = à| 
EE 


(] 
Comme pour tout u € R :isinul<lul ona: 


io-ropiéned | et /id= k-x)IL . 


(] 


avec : s-| €! /T &i qui est convergente (À = 1 et æ 2-0. 


(] 


donc Lest finie 
Alors si x > x, On aura f(x) -> f{x,) , c'est-à-dire que f est continue en x, . M 


Soit a,b tels que o< a < b et f une fonction définie et continue sur [0,+ æ [ . 


Û 
On suppose que la fonction t— U est intégrable sur [ 1,+ + [. 


(kx} 
1) Montrer que la fonction x est intégrable sur [ u,+s [ 
Vu>0 etk>0. 


2) Monter que [ 2 te a | Va. 
à ou 
3) Montrer que la fonction x— 19-19 2st intégrable sur [0,+eo[ 


a | CDD à = 10) Log +. 


0 


dt et calculer sal 


4) Prouver la convergence de l'intégrale [ 
valeur % 
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Solution en 
1) La fonction + intégrable sur {1,+ + | définie et continue sur ] 0,+c] 


posons 1= kx . On a donc 


=1, +1 
Les deux intégrales 1, et L, sont convergentes, car la première est une intégrale 
définie et la deuxième est convergente d'après l'hypothèse. 


2) on a montré ci-dessus que : 


[ af Va vue 


a 
D'où: sik=b (æ 7 à -[ Va. 


sik= . Er s-| D à. 
LÉ ï 


Par suite : À PIE); à { Va 
“ bu 
3)ona [ 2e dx= lim [ RS dx= im | SL & 
L, uso uso), 
&œ WU, W-10) 
rot T 


ef ealf tea fene.f jee a 
ou 


w w 
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suoua(t)| Sw oo! €. 


Le tuant) 
w 


soie (5) SP om. (s) 


te lb] 


Œsiu0, Sup If&-fO)1 —0. 
Le fuaub] 


CE 


uso lu 


(ax) 


dx HALO ES 


Donc la fonction 18%) est intégrable sur [0 , + + [. 
x 


D'autre part on a : [ ma ® a. VO qua ro) Log à +1. 


bu bu bu 


ave [= (= O1). Montrons que im L=0 
or 


ona uaf [OO] « < Sup 1O- fo). Log &—0. 
h, £ 1e [buau] uso 


dom lim 1,=0 , D'où [ COLED qu = 0) Log à - 


u0 
0 


4) Cette question n'est qu'une application de ce qui précède pour f définie par 
n 


f&= € * _ f'est définie et continue sur [0,+ ce [ . 
La fonction 1— est intégrable sur [1,+  [ . 
(verifier le) ! 


donc | È 


] 


a a 
et 1=f@)Log = Log + 


dt est convergente 
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DEVELOPPEMENT LIMITE 


Les fonctions suivantes admeuent-elles des développements limités (DL) 
à l'ordre 1 au voisinage de 0 : 


fx) = Log 1x1 ga) sin? h@) = sin /Tx 


Solution 

Une condition nécessaire d'existence d'un DL au voisinage de x, est que la fonction 
admette une limite finie quand x tend vers x, . 

Ce qui n'est pas le cas pour les fonctions f et g ainsi ces fonctions ne peuvent 
admettre de D.L. au voisinage de 0. 

Supposons que : sin /Ixi=a,+ax+xe(x) avec lim €(x)=0 

On déduit, en faisant tendre x vers que a, = 0 1-0 


sin /Txi 
x 


etque lim 


= lim (a +e = a. 
1-0 1-0 


=2+e 


sin /x 
ce qui est absurde, puisque : Em = 
10 


250 


9.2 | Discuter suivant les valeurs de l'entier naturel n l'existence d'un DL à l'ordre 2 
0 1 
au voisinage de o de Ia fonction définie par: fx) = "sin — . 


Que peut-on dire de l'existence d'un DL à l'ordre k au voisinage de 0, k € N. 


Solution 1 
D'après l'exercice 9.1 la fonction sin LC n'admet de DL à aucun ordre au voisinage 


de 0, ce qui élimine le cas n = 0, prenons donc n 2 1 et supposons que f admeute 
le DL suivant : 


++ x +x/ ex) * n 21 enraieque a,= de 1@)= 0 


x° sin — 
x 


On a alors, en divisant par x :x"°! sin 4 X4+XE (x) 


x 
un tel DL ne peut exister que si n - 1 > 1. 
De même, n > 2 entraine que a, = 0. 

En redivisant par x, on obtient : 
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n-2 E 
x" ?sin—=a+e (x). Et finalement n-2 21. 


Ainsi pour que f'admette un DL à l'ordre 2 au voisinage de 0, il faut que n > 3. 
Montrons que cette dernière condition est suffisante . 
En effet, sin 23 


-2 


1 
sn on a bien im e(x)=0. 


x-+0 


De) avec E(x)=x 


Ainsi f admet un DL d'ordre 2 dont la partie régulière est le polynôme nul. 
Supposons que f admet le DL d'ordre k suivant : 

x sin 1/x = 85 + 8jx +. + ag XK + O (x) @) 
Montrons que tous les a; sont nuls. En effet, dans le cas contraire on peut écrire : 

x sin 1/x = 8 XP + aps 1 xp 4.4 auxk + 0 (xk) @) 

avec psk et  ap#0. 
- Supposons que n > p. En divisant (2) par xP on obtient : 

XP sin 1/x = A + Bpy 1 rt Bi REP + O(XÉ P) 

omaalors  a,=limx"P sin 1/x 

x 0 
Si n=p ondoitavoir a, = lim sin 1/x. Absurde. 
x 0. 

Si n>p on aurait alors a, = 0. Ce qui contredit l'hypothèse. 

- Supposons que _n < p. En divisant (2) or x”_ on obtient : 
sin 1x = a, XP 4.4 ag KM + O(xÉ) 
Ce qui conduit à lim sin 1/x = 0. Absurde. 
x 0 
Donc finalement tous les a; sont nuls et (1) devient x” sin 1/x = 0 (x*) 
On ne peut avoir k2n car sinon on aurait 
sin 1/x= 0 (GX) et alors lim sin 1/x = 0. 
x 0 
Ainsi une condition nécessaire d'existence du DL (1) est que 
n>k eta=a=….=a=0 
La condition suffisante est évidente puisque 
n>k = x sin 1/x= 0 (xt) = 


Trouver le DL à l'ordre 5 au voisinage 0 de la fonction f définie par : 


f&)=asinbx-bsinax avca,beR. 
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Solution 
5 


5 
Sinxs x 35 + 5 + 0 (6) 


Sin bx = br + + OK) 


3 5 


ab s g 
asinbxs abr- x + x +0 (k°). 


3 


s 
ts 
+ ex +0 (x). 


De même, bsinax=bax 71 


: 
PE CELES 


9.4 | Soient f'et g les fonctions définies par : f{x) = 1g x et g(x) = sin (tex) - 1g (sinx) 
Determiner le DL à l'ordre 5 au voisinage de O de f et en déduire que g est 


négligeable devant x au voisinage de 0. 


Solution 
D À 
sn et  cosx= 1 jt3t00%) 


Appelons P(x) et Q(x) les parties régulières respectives de ces DL. Puisque Q(o) # 0, 
on obtient le DL de tgx en faisant la division suivant les puissances croissantes 
jusqu'à l'ordre 5 de P(x) par Q(x). Ce qui nous permet d'écrire : 


3 
P(x) = Q&) (ui Jro0. 


à 


Et finalement : CECERRES x$+0 (5). 


5 
Cherchons le Fr dort 


E 
Posons u= PESTE Ona sn(gx)=u 
Or 2x7 + x + 0 (x5) etu5 = u° + 0 (x). 
3 s 
ar 5 las) sus à s 
Ainsi nef À 3 ) eo +) +57 on). 
Es 5. 
Sn (Rx + 7-25 + 0). 


3 5 5 


x x 5 
De même, en posant V=x-3j+5; .ona: E(Smx)= veiris +04). 
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s 
Or pex-+on) et 


On a donc : eenpefE 


3: 
D'où : (MONET SR 


Ainsi, _g () = 0 (5). 
Etdonc finalement g est negligeable devant x° au voisinage de 0. LC] 


Soient f'et g des fonctions admettant des DL à l'ordre n au voisinage de 0. 


On suppose que f@)= 2 ax+o(x") am O<psn «a,#0. 
ÉP 


Montrer que l'ordre minimal q, auquel il faut developper g(x) pour obtenir 
le DLälordrende gof(x) est q=E(na/p). 


Solution 

Puisque la limite de en O est nulle, on peut déduire ke DL de gof à l'ordre n 
à partir des DL à l'ordre n des fonctions f'et g . Ainsi q < n. 

Considérons le DL à l'ordre n de g : 


g&= 2, dx +0 (9). 
BE G)= Zn É G+00" @). 


Posons P(x)= 2 a, x* . On a pour tout k 2 p , À (x) = P* (x) + 0 (x). 
? 


Par ailleurs puisque 10) ax? donc 0 (f(x) = 0 (XP). 
° 
Finalement, g{@)= 2 bx (+0). Or P'(=o(x)si kp>n 
0 
Ainsi l'ordre minimal q recherché est le plus grand entier k tel que kp <n . 


On en déduit que q=E (n/p) 
En particulier sin est un mulüple de p il faut utiliser un DL de g(x) à l'ordre q = n/f M 


9.6 Déterminer le DL à l'ordre 6 au voisinage de de la fonct 
f(x) = Log (1 + x 


Solution 


sinx=x- 
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4 
x 

3 
Puisque cette dernière fonction est d'ordre deux il suffit de developper log (1 +x) 


à l'ordre 3 pour obtenir le DL de f à l'ordre 6, (voir l'exercice précédent). 
Posons 


$ 
x 
xsinx=x?- +37tom). 


“ 

uexe 
uw s 

Lo (1+xsinx)=u- +7 +0). 


6 
pro et w'=xf+o(xt). 


6 ‘ 

x s 
ee 7—+7+om). 
24,616, 6 
gta +0). 


Ainsi, f(x)= ( 7 


Log (14 xsinx)=x?- 


En utilisant la relation th'x=1-1hx? Vxe]-1,11{, trouver le DL 
à l'ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction tangente hyperbolique. 


Solu 


La fonction définie par f(x) = thx est indéfiniment dérivable au voisinage de 0, elle 
y admet donc un DL à n'importe quel ordre. 


Elle est en outre impaire, son DL ne contient donc que des monômes de degré impair 


Posons x = ax 4 bx? + ex° 4 0(x°).. 
Ainsi WhÂx= (ax + bx + ex 4 o (x°). 
= ax} + 2abxt +0 (x) 
La parte régulière du DL de f à l'ordre 5 étant la même que celle du DL de à 


l'ordre 6, on a : 
'xa+3bxl + 5 ex + 0 (x) 


On obtient: a+ 3 bx° + Sex + 0 (x°)= 1-27 x2-2abx* + 0 (x°) 
Il résulte de l'unicité du DL que : 
a=1 
3b 
se 


3 
” 2x 
Finalement : hx=x-— + +0 (x). 
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9.8 Déterminer le DL à l'ordre 4 au voisinage de 0 de chacune des fonctions 
suivantes : 


x 
CPR CEE 


Solution 
2 


+00). 


ant les puisances croissantes jusqu'à l'ordre 4 de x par 


3 
donne x C4) P (+ 0 (6). 


x ri 
+00) 


Effectuons la division suivant les puissances croissantes du numérateur par le 
dénominateur, Cela donne : 


2 
(eee) 


4 
Jeu 


CARE 4 
2" +0a). : 

2 On aurait obtenu un résultat erroné si on avait divisé x par la partie 
régulière du DL à l'ordre 4 de sin x. En effet il faut d'abord s'assurer que le poly- 
nôme par lequel on divise ne s'annule par en 0 (voir Tome 1 page 210) . 


Finalement 


Donner le DL à l'ordre 3 de f o g - g 0 fau voisinage de 0, sachant que 
3 


f= 2 axt+0o(). 
CA 


3 
80= 2 bxt+o(). 

Log (1+x) 
- Log (1+x) 
est négligeable devant x? au voisinage de 0. 


Elle deduire que la fonction h(x)= 


Solution 
Posons :  u=b,x+bx/+b; x. 


Webi x + 2b; x” + 0(x°) . 


= bi x +0 (x). 
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9.10 


FC) = au + a}? + aç u + 0°). 

Log = ab x + Gb +a,b?)x7+ (a bj+22 bb; +abi)x +0). 

De même 

gofG)=bax+Œia+bat)x/+(b,a+2b,a;a +b,ai)x +0(x). 

Log (x)-gof(x)= (a by -bi a+ a, bf- be af )x7 + (a bs-b a3+ 22 b2 (bi-a) 
+a,bi-b;al)x +0 (x). 


Application aux fonctions : fi=—— et g(x)=Log(1+x). 
1 


Onabien h=fog-gof. me 
x+X +0 (6) 


œ 1+x+00) et 


<= 1+x+00) dom 


Ainsi a=1 a=0 


3 
OR TER , 1 1 
Los (1+wD=x- +5 +o() emineque bel, deg, Dep. 


En remplaçant les a, et b, par leus valeurs dans le developpement de f'o g - go ! 
on obtient h(x) = 0 (©). 


Déterminer le DL au voisinage de O de la fonction f à l'ordre n indiqué 
a) f@)=Log(l+thx) (n=5) 


b) IX) = Log a - &@=4) 


Solution 
a - Nous avons déjà determiné le DL à l'ordre 5 au voisinage de O de la fonction 
langente hyperbolique (voir Exercice 9.7) 
On peut l'obtenir directement, en faisant la division suivant les puissances 
croissantes jusqu'à l'ordre 5 de La parie régulière du DL. 

3 


2 
Par celle de: ch x= 14% 


Onadonc: hx=x- 


3 
x 


x 
poses = x - +255 


mn 


{ \ a 
AIME ON 
È 253-007 +S +0) 


s 
Lace npe fre &: 


s 
Finalement Log (1 +1h x) =x 5 +500 
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9.11 


9.12 


b - On a obtenu à l'exercice 8 le résultat suivant . 
CP 


NE 0 4 
ÉvR RE TT MUCRE 


“ 
es 


Déteriner le DL à l'ordre 4 au voisinage de o de la fonction : 
Arctg x 


1 SAT : 
oO jx=l-x+x +o(x?). On en déduit 


L+ou). 


Arcgx= 5 


posas v{x)= Ce qui donne : 


curs(* 


Solution 

En utilisant la formule 
7 -1Xa - =1)(a -2)a -3 

art eréaus 2, eCa-IXe 2); a(a-tXa-2Xa 4 a) 

2 31 4 

1 

On déduit en prenant &=- 7 que 

1 5 


VT+u 


Par ailleurs mxsx+ tot). 


( Jr 
Fa 3 3) 16" * 8 
1 32233 6 
Par conséquent: {à ELLE LS me + gr +00) 
Détermination du DL de g : 
dE 4 ù a 
# 4 
d'altut +R ton. ce xenssx- +00). 
és CC 
tou). 


1 

à 7 

ner /3 [14242 nivo 
Ca GS Ge cé cu 


3 À 5 
sat Ta S,4 4 
Or Gi+u)=1+qu-gqut+ qu pau tou) 


LL 
æ* cela donne: 


Maintenant, en posant u= + 4 


à" +oq). 


9.13 Soit f la fonction définie par fx)= 
e-1 


1) Montrer qu'au voisinage de 0 la fonction f admet un developpement limité 
à un ordre n quelconque (on ne cherchera pas explicitement le developpe 


ment limité de 1) 2 ; 
2) on pose F6) = Bo + B; 1; + Bn +00). (1) 
Déterminer une relation de recumence. Mantes otlicient à, 


En déduire les valeurs de B,, B, , B, Bs. 


3) Démontrer en utilisant 1à 10ncuon M 


que tous les cocfficients B, d'ordre impair excepté B, . sont nuls . 
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Solution 
1) Pour tout n € N, la fonction exponentielle admet le DL à l'ordre n + 1 
a+ 


+Z axt+o( avec #0. 
ï 


ainsi la fonction g(x) = admet pour DL au voisinage de 0 le DL suivant 


se À a,,x +00"). 
A 


Et puisque à, # 1 la fonçtion f Le adinet au v 


2) On déduit de la relation (1) que : 


isinage de O un DL à l'ordre n. 


ave = pour k =1 
a 2 jap 

doù a=1 « q=0 sik>2. 

Ainsi B,= 1 ,et pour toutk>20na: 


on en déduit que : 


B=1 


Etfinalement  B5=1 B;= 


D vw 


La fonction g est paire. En effet : 


(ea eafitet) à fete) 


2er) 21e) 21) 
D'un autre coté, @ admet le developpement suivant : 


9Cx)= 


+8,25 +00). 
ni 


o&) 21422108 à =B,+B, 
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9.14 


9.15 


Ek puisque @ est paire tous les coefficients B,,. , avec p € N° sont nuls. 


ape 


Calculer la limite suivante, si elle existe : 


Solution 1 


Soit (er 
Lorsque x tend vers 0, y se présente sous la forme indéterminée 1°, 


y=df8 avec Logy= 


au voisinage de 0, on a : 
2 


1-cos 


tou) et Log = {i É sou). 


Par conséquent : 2 


+ quand x tend vers 0. 


Solution 
on a f(x) = ex O8 cos x 
au voisinage de zéro on a 


2 
Log ax = Log [1 L +00 = Los (+ (0) avec v(x)= 


4 
x 


T° 


2 
Onabien  v(x)—0 donc Log (+ v 00) = v 9 + 0 (400) 


(cos xp" = ex 198 € 
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9.16 


9.17 


Calculer la limite suivante 
L= lim (inxle 


solution 
quand 


Posons 


don y 
au voisinage de 0, on aura h 


Soit la fonction définie par x) = Loe| se) 


Calculer le DL de f à l'ordre 3 au voisinage de 1. 


Solution 

Pour se ramener au cas des DL au voisinage de 0, faisons le changement de 
variable 1=x- 1 et considérons la fonction | F( = f(1+1) 

(Let +0) 

M 


FO = Log (EE —) 


Log(1+1)= 


Log (1+1 


ï 


F Trou 
Weu-Z+z+otu) avec 


v, Stat 
Onobient FO=-+37 0" 


Ex final Lo (8% 
inalement Log (RE? 


ÉD EU n 
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9.18 Calculer la limite suivante 


3/6 +x+1-Vr4x. 


Solution 


Soit f(0= x +x+1 -Vx 4x. 
Au voisinage de + #, f(x) se présente sous la forme indeterminée ce - se 
1 ' 


fée x | [142 1 (i a 
w=x 5) (42 
On doit donc chercher la lie de 

1 1 


2o= A+ +2) (1407 J/2 Lorsque 1 tend vers 0. 
1 
Or (+ +0) 21454640 0) 
1 


du 1 
Q+97 21411400. Ainsi 80=-27+0(1) 
7 7 


Et done la limite recherchée est égal à +. 


Déterminer le DL au voisinage de + de la fonction définie par : 


a) fx)= Log (ss +) à l'ordre 4 


bd) = e= ÿ à l'ordre 3 
Solution 1 
a) Parle changement 1 = —on est amené à calculer le DL à l'ordre 4 au voisinage 


de 0 de la fonction F() = Log ee) développement qu'on a déjà trouvé à 
l'exercice 9.10 

PARLE TO) 
ainsi, en revenant à x, au voisinage Ge ae avons 


nl 
( 


1 
Lo (x sin = 


1 


Log (1 +) 
& FO-FD) ma FO-Q +0" : 
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ona: Fw)=e!t"=e.e". 


LS 
rose" | LENS »] 
Ltu++ tom]. 

Ce qui donne : 


a+p'=e fie ge roc. 


Finalement en revenant à x, on obtient le DL au voisinage de + 


(+) ef: V0. 7 ] 1 
= a a er] 
x 2x 2x 161 (5) 


Solution 


Déterminons celui de u (x) = ASE? 


à 
ne +00) 


14 


On en déduit par intégration que Arctg x = 


Nous avons déjà déterminé le DL au voisinage de 0 la fonction tangente 
voir Ex 9.4) 
x 
DRE DS +00). 
1 Ë Ée oc) 
Ainsi u(x) = À 
X,24 4 
LE px ot 
La division suivant les puissances croissantes donne 
2 


LA CE œ 14 , 
u@=1-+x +2* +o(xt 


ae (12e Bon) È ce (48e) +008 
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RS 2:. 1% 2 
#4 : a Na 
Où neo) si k>2 due = À Ci * (++nr) +00. 


; x 
avec la convention €, =0 si n<k. 


2 13 > x ( 
Laine 


7 


109) = Log (18 x) 


Solution 


x 
Par le changement de variable 1= x - 7 on se ramène au cas du DL au voisinage 0 


difoncton F@arli+*). 
4) 


Li L 
t& (rie et Ft) = Log (1 + tg 1) - Log (1-80) 


3 
gieir La 0(. D'où Lœ(l+gi= 


avec u=t+ 


Ainsi Lœ(l+gt=t- Les? Æ n'+zé+o 


De même en remarquant que Log (1 - 1g 1) = Log (1 + 1g (: 1). On obtient : 


23 7 s 
Log (1-81) 22-2640. 


hé #5: 45 
FO=2147 +7 É +0 (F). 


zx) 4 
Finalement, Log (8x) = 2 =} 3x 


Fe 
en 
de 
7 
EE 
ass” 
+ 
e 
#| 
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COURBES PLANES 
PARAMETREES 


10.1 | Déterminer les points doubles, lorsqu'ils existent, de la courbe paramétrée par : 


21 [LA 
xO= —— a YO . 
C+2 


=r-2 


Solution 
j : Cela revient à résoudre le système 

lis x (&) 

YQ)=y (@) 
Dans notre cas cela donne 
a Ep 2 

Ca + 1) (5 +2) = + 1) (+2) a uv 

Posons  S=t+t, et P=t.t. (Pour somme et produit). 


€ U#u 


Après avoir effectué les calculs et simplifié par (1, -1, ) #0 . il vient: 
£ P-S+5=0 

P+S-2=0 
Ce qui donne P=-1 et S=3 
& et 4, sont alors les solutions de l'équation : X? - SX + P = 0 
C'est-à-dire : X?-3X-1=0. 


Il s'en suit its VAE 
sen suitque: = EVE ee 
EL le point À (x (h) ; y (u)) -(.) est un point double . 


Deuxième méthode 
Pour que À : (uv) soit un point double il faut et il suffit que les deux trinômes : 
P(X)=u.(X?-X-2)-OX-1) et Q(X)=v.(X'+2)-(X +1). 

aient deux racines communes. Cela se traduit par la proportionalité de leurs 
coefficients. 
Cestà dire: — 


u=uv+2v 
2uv+4v+u=3 


-2u+1 


Fe Ceadome: { 
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Solution 
La première méthode, wülisée dans l'exercice précédent, aboutit à une absurdité : 
S-P=2etS-P=-2. 
Ce qui pourrait laisser croire qu'il n'existe pas de point double. 
Deuxième méthode : Soit A(u,v) un point double éventuel. 
Les coefficients des deux Linômes : 
PX=u(K+2)-(X-1) 
et Q (X) = v (2 -3X + 1)-(X2+ X-3) 
sont proportionnel. Et par suite, on a : 
| v-l=3uv+u 
cequidome {3 =2Guv+u)+3v+1" 


D'où v=1etu=0 
Ainsi le point A (0,1) est un point double de T. 


Remarque 
La première méthode ne peut aboutir que si le point double correspond à des 
paramètres 1, ec 1, de valeurs finies. Alors que la seconde méthode permet de trouver 
les points doubles, même quand l'une des valeurs des paramètres est infinie 

Dans notre cas : À : (0,1) correspond à 1, = 1 et 1, =+. = 


Etudier la nature des points M ((,) dans les cas suivants : 


: x@=t-1 p postaëen 
YO=È+1 YO=8 & 1e(-1,0). 


Solution 
Dans tous les cas, on va chercher le plus petit entier naturel p tel que F° (1,) #0 


où F (D.= (x (D , y (0) et le plus petit entier q >p tel que ( F®/(4),F®/(L,)) 
soit une base de R° . 


(nv 
DEEE 


donc (r(+) (7) est bien une base de R?. 


1)Ona 


1 
le point (3) est alors un point de concavité. 


2) En calculant les dérivées successives de x et y et en vérifiant au fur et à mesure 
on trouve : 
fe @)=3 x" (0)=6 


YO  y"çpe2 le Point M (0) est alors un point de concavité 
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Pour le point M(-1) on a : 
[x Ce D=0 1 € 
YCD=-2 

On voit que (F(-1) , F(-1)) est un système lié, mais F(-1) = (6.0) 

donc (F(-1) , F(-1)) est une base de R°. 

D'où M(-1) est un point d'inflexion . LI 


10.4 1) Etudier la nature des points M (1) dans les cas suivants : 


x 


fRo=Ë +21 
Ê 2 
bo { 


3) {re 
y 


Solution 


x" D=2 x*@=0 
ee À -24 
É CES Lo. 

é É 

donc F'(- 1)= (2,6) et F{ 1) = (0. 24) 


deu (F" (: 1), F"(- 1) #0 donc p=2,q=3 
le point M (- 1) est un point de rebroussement de 1ÉT€ espèce. 


2) F (0) = (0. 0) donc le point (0 , 0) est un point stationnaire de plus 
F°(0)=(2,0) et F'(0) = (0.0) mais F(0) = (0,24) 
on voit bien que (F°(0), F?(0)) est une base de R? 


donc le point M(0) est un point de rebroussment de 2ËM€ espèce. 

3) On a x(0) = y' (0,0) = 0 

F(O)=(21) ,F(0)= (0,0) et F“?(0)=(-8.- 1) 

donc p = 2 , q = 4 le point M(0) est un point de rebroussement de 26m espèce. I 


10.5 | 1) Etudier l'existence des points d'inflexion de la courbe T° parametrée par la 
fonction vectorielle F definie par : 


1 
d'art val 


D 


3 yO=É +51 
LOST 
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Solution 

On cherchera les valeurs du paramètre 1 pour lesquelles (F(L) , F'(L)) est un 
système lié et (F1) , F{L)) est libre on est donc amené à calculer les dérivées 
premières, secondes et troisième si nécessaire dans les quatre cas. 


1) x est paire, y étant impaire donc l est symétrique par rapport à ox il vient 
alors que si M(,) est un point d'inflexion alors M (-1,) l'est aussi 
On restcindra la recherche pour 1 € 10 : + + { . 
(F0 , F{D) est lié si et seulement si det (F(L,F()) = 0. 


Ce qui est équivalenta: © + 
ë 


Ou encore (1 - &) = 0 ce qui donne la valeur t 
mais =(-24,-18) 

On a bien (F(1), F(1)) libre donc le point M(1) = (1,4) est un point d'inflexion et 
pour la raison citée plus haut. M-1) = M(-1,4) est aussi un point d'inflexion. 


2) on a det (F (1) , F' (1) = 2@ -&-5). 
É 


Les deux vecteurs F(1) et F'(t) sont liés si et seulement si 1-41-5=0. 

Donc il existe deux valeurs 1, et 1, pour lesquelles les points correspondants peuvent 
être des points d'inflexion. 

b=5 du=-1, 

et comme (F(-1), F"(-1)) est libre le point A (-1) est un point d'inflexion . 

De même (F(S), F°(5)) est libre, donc le point À (5) est un point d'inflexion. M 


Même exercice avec 


=ê 1 
n se +20 3) x@= 2c0s1-c0s à 


YO=sint 


Solution 

1) det (F(D,F(0) = 0 es 4 +41+3=0. 
une étude sommaire de la fonction j (1) =4 t+41+ 3. 
montre que 4 *+41+3>0. 

Donc la courbe ne possède pas de points d'inflexion. 

2) x et y sont périodique de période 2r, on réduit le domaine d'étude à [- x, x] . 
De plus x est paire et y impaire, présente alors une symétrie par rapport à 0x. 
On restreint la recherche à l'intervalle [0,x]. 

On a det (F(), F'())=0 « 1 -cos'1=0. 

donc la valeur pour laquelle on peut avoir un point d'inflexion est 1, = 0 . 
Mais F°(0) = (0,1) et F(0) = (0,1) les deux vecteurs sont liés. 

Or FX 6,0) 

Le point M(0) ne peut-être un point d'inflexion car {F(0), F0) est libre. 
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Etudier les branches infinies de la courbe définie par : 
@+2ÿ c-2ÿ 


x@= CERTES 


t+1 
on précisera la position de la courbe par rapport aux asympiotes 


10.8 


Solution : 
1) La fonction vectorielle F(t) = (x (t) , y (t)) est définie sur R-{-1,1}). 
En changeant ten-ton a: 
fv550 
YCD=-x (0 
‘on alérs une symétrie par rapport à la deuxième bissectrice (y = - x) 
11 suffit alors de faire l'étude sur [o,1[U]1;+1{. 


Etude au voisinage de 1= 1 : 

Ona DETTES et lim y(Ü=+e , lim y(D=-. 
11 PI 17 

Donc la droite d'équation + est une asymptote verticale à la courbe 

(quand tend vers 1 ). 

E de _ 


lim x () =limy ()=+e . La courbe présente une branche infinie 
ES de 19 de 


2 


Comme. ln 20. @- t+1 
er OÙ 4 (+2 
S -60+8 
et lim y(O-x()= lim ——— =-6 
ee te (É-1) 
D'où la droite d'équation  y=x-6 est une asympiote à la courbe . 
2 
D'autepart lim (Y@-(G&(-6)= lim ——=0". 
ist ue 
Donc la courbe est située au dessus de l'asymptote. = 


Etudier les branches infinies de la courbe définie par : 


Solution 
Le domaine de définition est D=D,ND,=R-{-1}. 
puisque im x(D= 
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10.9 


donc la droite d'équation y = - a est une asymptote horizontale à la courbe quand 
tend vers -1. 
Etude au voisinage de l'infini 

lim x()=o*(ouo)et lim y()=(sigedea) (+) . 

tte un 

im x(D=0 (ouo*) et lim y()=(signede a) ( 
ie +. 
Donc la droite d'équation x = 0 est une asymptote verticale à la courbe (quand t tend 
vers l'infini) = 


Soit la courbe T° paramètrée par la fonction F de composantes 


ee LEE LS 
y@=Logit+11-Logiti. 


a) Déterminer le domaine de définition de F et montrer que T° est 
symétrique par rapport à l'axe ox. 

b) Etudier les branches infinies de T. ns 

€) Tracer T° dans un repère othonormée (0, à , j) 


Solution 
a) Le domaine de définition de Fest : D,=D,nD,=R-({0,-1). 
Montrons l que est symétrique par rapport à 0x. 
est symétrique par rapport à l'axe y = a si et seulement si 
VieD, 34eD,:y(1)=2a-y(Detx(t)=x (0). 
or VieD, 31=-1-1 telqu:x(-1t-1)=x(t) ety(-t-1)=-y(0). 
donc Test symétrique par raport à l'axe y = 0. 
1 


donc on restreint l'étude à l'intervalle [ zrolulo,+ær. 


b) Ona limx()=-æ et lim y()=+. 
1-0 10 
La courbe T° admet une branche infinie quand t tend vers O 
ÿ@ _.. Loglt+1l-Logiti 
ER Logtt+11+ Log” 
La règle de l'Hospital nous donne : im =. 


1 


Donc la droite ÿ=- x est une direction asymptotique . 


Mais comme lim y()+x(D= lim 2Loglt+11=0. 


10 10 


La droite d'équation y=-x est une asymptote à a courbe. 
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E in: fini 
limx(D=+se et  limy()=0 
ts + 4e 
La droite de l'équation y = 0 est une asympiote à la courbe. 
€) Sens de variation et graphe. 
À 
et OT 
+ _ : _ 
+ n 1 + 
T 
x@ lo 1 + 
1 
—2Log 2 ; += 
x@ ee 
oo ||. Log 2 
Felre 
PO) ET mn . 
Yo | 4 + - 


10.10 


1) On considère la courbe plane F paramètrée par : 


sa 


3O=V1-À 


a) déterminer le domaine de définition de la fonction vectorielle F de 
composantes x (1), y (0) . 
b) Etudier le sens de variation des fonctions x et ÿ 


(on précisera les branches infinies de ) . 
c) Etudier la nature du point (0,1) et tracer la courbe T°. 


194 - Chapitre X 


Solution 
a)F est définie sur D,ND,=[-1,1[. 
b) Les variations de x et y sont résumées dans le tableau suivant : 


x (0 + 0 Ki 


OT) LE 
-1+1082 
1 
*0!5 ee id Le 
+ û 


PAU] 


La droite d'équation y = 0 est asymptote à la courbe 
(car lim x (1)= + et lim y(=0). 
En +1 
€) Puisque x'(0) = y'(0) = 0 le point (0,1) est un point stationnaire . 
Mais F0) = (- 1 ;- 1) et F(0) = (- 2, 0) Ce qui montre que (0,1) est un point 
de rebroussement de 1ÉTE espèce. 


10.11 | 6) soit la courbe parametre par F(t) = (x (0), y (@)) où 


x@= 8 +Logltl, YO= ++ 


a) Déterminer D, et montrer que l° est symetrique par rappon à l'axe Ox . 


b) Etudier les branches infinies de T . 
€) Montrer T° que admet deux points d'inflexions: 
d) Tracer la courbe 


Solution 

a) D,=R*. 
La fonction x étant paire et y impaire donc l'est symétrique par rapport à l'axe Ox. 
On réduit alors l'intervalle d'étude à ] 0 :+ 1 . 
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D) Em x@=-e , lim y@O=+. 

to ET 
donc admet une branche infinie quand t tend vers 0 
Etpuisque lim x()=+ et lim y(D=+e. 


es in 
T° admet une branche infinie quand t tend vers + 
F0] 1+è 
D” M 3——" 
SE a ge +tLogltl 
T° admet alors une branche parabolique de direction Oy . 
F0 1+È 


+=. 


La courbe l'_ possède une branche parabolique de direction Ox . 
€) Les points d'inflexions se trouvent parmi les points M (ta) tels que : 
(Fo) , F'(to)) est lié . 
Or det (Ft). FQ)=0æ21-7F-1=0. 
Ce qui donne les deux valeurs: 


145 14/57 
L= + æ us. — 
T 


Deplus :(F°(D,F"(1)) est lié eus JT 


D'où (Fo) : F(to)} et( F'(t,), F"(,)) sont deux systèmes libres ce qui confirme 
que les points A, (tg) et À, (L,) sont deux points d'inflexions de T°. 


d) Les variations de x et y sont resumées dans le tableau suivant : 
1 + 
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10.12 | Soit la courbe plane parametrée par la fonction vectorielle F de composantes : 
xO=20- 6 TE et PO 24. 


a) Déterminer le domaine de définition de F et étudier les branches infinies . 


b) Etudier le sens de variations des fonctions x et y. 
c) Etudier la nature du point À : (0, 3) et tracer T . 


Solution : 


a) D,=R* 

lim x()+ 

“te domc:comme im = 01a courbe T'admet une branche 
lim y(=+0 TE parabolique de direction Ox . 
ee 


7 
imy (D YO=+e et im x@=-7. 


1-0 10 


7 


la droite d'équation x est une asymptote à T°. 


bon a x'()=61-151+9 a ÿ 6=2-2. et le tableau de variations : 
É 


[- 0 1 32 + 
xe | + 0 = 0 + 
| LE + 
© | TR RER RS 
Î + []+ perte LS r + 
y | SR 397 
Le | de 
FO + | = + + 
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€) le point (0,3) est un point stationnaire (x{(1) = y(1) = 0) . 
Or (x"(1) , y'(D)) = (- 3, 6) et (x"(1) , y" (1 12,-24) 
Le vecteur F1) est égal à - 4 F'(1) donc les deux vecteurs sont liés. 


120 
Or x@=0 , y*(@= —. 
‘ 


Donc (F” (1) , F (1) est une base de R? 


Ce qui entraine que le point A (1) = (0 , 3) est un point de rebroussement de 2ème 
espèce. 


1013 Etudier et tracer la courbe parametrée par la fonction F définie par 


xO=cht yO= sh 


Solution 
D,=R. 


x étant paire , y impaire le domaine d'étude se réduit alors à R*> 1 on complète la 
courbe par rapport à Ox . 


Limi infini 
lim x@=+e et lim yO =+. 


ae HO. mt 
ER Re. 
etcomme lim [ÿ@-x(@1= im - 

+ re 
donc la courbe T° admet une branche parabolique de direction 
la droite y=x 
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+ 
| 

bol cé 
0 lo DRE TA 


Yœ|0 + 


Le point ( 1, 0) est un point stationnaire : comme F' (0) = (0,6) et F”(0) = (0, 3) 
Les deux vecteurs sont libres donc le point (1, 0) est un point de rebroussement de 
1ère espèce . LI 
4 
Ta 


1 2 
10.14 | 9) Construire la courbe plane: xO=t+2 .y =. 
C 


(on précisera la nature du point (2 , 2).) 


Solution : 
Le domaine de définition est D, =R . 


limx()=te , limy()=0 = La droite y = 0 est une asymptote 
UD +e 14e à la courbe quand 1 tend vers +. 
limx(D=+c ; my (D= -0 
tre ot k 
RE US SE VO ru Es infinie quand t 
10 1 
Mais im YOese et 
x® 
+ 1 0 
Donc la coube admet une branche parabolique de direction Oy . 
Sens de variation ; 


Ona x'@=1-+ e y ( 
“ 


Le point A (2, 2) est un point singulier , étudions alors sa nature 

on a (x'(1),ÿ"(1)=(2,-4) et (@"(1),G@"(1) 26:24) 

Le système (F1) , F°(1)) est libre donc le point A est un point de rebroussement 
de 1ÈTE espèce . 
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Les variations de x et y sont alors resumées dans le tableau suivant : 


| 
x LT Fu | nr 
0 T 5 
OÙ 6 | 
a FR Bee 
A0] 3 - | + É 
d l 
[E 
| 
1+8 
10.15 10) Construire la courbe plane : x (1) = 2 Arcig (1) : VOS LE TT. 
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Solution : 
Le domaine de définition est l'intervalle ]-1 , 1 [. La fonction x est impaire , y est 
paire, donc la coube est symétrique par rapport à Oy , il suffit de faire l'etude sur 
0,11. 
imy()=+e €  lIimx() 


x 
Donc la droite d'équation x = 3 ‘tune asymplote à la courbe . 


Les variations de x et y sont données par le tableau ci-dessous : 


Q 1 
x*@} 2 + 
x . son br 
à _ _ all port 
MO] De a+éx 
0 
Yo! 0 + 
y 
+ > 


| a 
ME 
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COURBES EN POLAIRE 


1) Donnez en coordonnées polaires, l'équation d'une droite D connaissant son 
équation cartésienne y = ax + b 
2) Ecrire, en coordonnées polaires, l'équation d'un cercle + passant par le pôle. 


Solution 
1) Dans un premier cas, si b = 0, la droite D passe par l'origine. Son équation, 
exprimée en coordonnées polaires , s'écrit 


En effet : l'équation y = ax s'ecrit: 
P Sin 8 = a p cos 8 et entraine : 
I&0=a d'où 8 est constante. 
Supposons maintenant que b # 0 . 
y=ax+b, entraine 

P sin 6- a p cos 6 =b . 

Ce qui donne: 


sn -acos 0 
Ce qui a bien un sens puisque b#0, 
donc p et l'expression au dénomi- 
nateur ne peuvent être nuls. 
Plus généralement, il est facile de 
voir que l'équation 


Acos 0 +B sin @ 

est bien l'équation d'une droite dont 

l'équation cartésienne est : 
Ax+By=1 

2) L'équation cartésienne d'un cer- 

cle passant par le pôle est : 

x24 2 ax - 2 by = 0 où (a ,b) 

représente les coordonnées du cen- 

ue I du cercle. 

En remplaçant x et y par p cos 8 

et p sin 8 respectivement 

Cela donne : 

p°-2apcosô-2bp sin 6=0. 


Si p # 0. L'équation devient : 
Cette équation représente tout le 

cercle, y compris le pôle pour la 

valeur de 8 telle que : 2 a cos 8 + 2 b sin 8 = 0. 


Plus généralement : l'équation p = À cos 8 + B sin 6. 
représente le cercle passant par l'origine O et de centre 1 
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Remarque 
Pour un cercle de centre O et de rayon R, il est facile de voir que son équation polaire 


est p=R. ss 


Chercher les équations cartésiennes des courbes d'équations polaires suivantes : 
cos 8 -sn8 
19) p=a—— 
sin 8 cos 8 


2) 2 z) 
)p= e) p=a.tg. 
2-cos8 g 


Solution 
1) Multiplions les deux membres de l'équation par p. Il vient : 
p° sin 6 cos 0 = a(p cos 8- psin6). 
Ce qui donne xy=a(x-y) ouencore y(x+a)=ax 
La substitution x = - a dans cette équation entraîne que a = 0. Ce qui est contraire à 
notre hypothèse. E 
D'où cette équation s'écrit: y= 
2) Cette équation peut s'écrire  2p=pcos® +4. 
En élevant au carré les deux membres, cela donne : 4 (x? + y?) = (x +4)? 
Après simplifications on a : 3 x?+ 4 y? -8 x - 16 = 0, qui n'est autre que l'équation 
d'une ellipse. . 


(] 2 
3) En posant 1=1g onsaitque sin 0= ë 
1 


+8 


En multipliant les deux membres de cette équation par p et en remplaçant 1 par £ 


il vient : : 
2ap 
y 2 
a +p 
Ce qui donne 2 a (x? + y) = y (a? + x?+ y?) = 


qui est une équation cartésienne implicite. 


Soit Tr, la courbe d'équation polaire p, (8) = a + 2 cos 8. 


1) Déterminer la nature de l'origine pour T, 


2) Démontrer que l'ori 
3) Tracer T,,F, 1, ar, 


est un point double pour F, 


Solution 
Pour toute valeur de a , p, est définie sur 


périodique de période 2x, on étudiera 


alors p sur [- 7, ] . 
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1) La nature de origine est donnée par la parité du plus peut naturel p vérifiant 
pe” (8,)=00ù 0, est solution de l'équation p, (9,) = 0 . 
Si p est impair, l'origine est un point de concavité sinon c'est un point de rebrousse- 
ment de IÈTE espèce et se sont les seuls cas. 
Ona P,/6=0 0,=-# où 8 


et P'}(0)=-25m0 don p(B)=p(0,)=0. 


deplus P'2@)=-2co58 et P'2@,) =2# 0. 

D'où le point O est un point de rebroussement de lère espèce. 

2) T, apouréquation _p,(8)= 1 +2 cos 8. L'équation p,(8)=0 a pour solu- 
tion e= 2 ä e,=- 27. cpus p,@)#0 et p,(6,)#0, 

donc l'origine est un point üë 
3) On pourra réduire l'intervalle d'étude à 1 


{U, ri (car p est paire) et compléter 
l'arc obienu par symétrie par rapport à Ox . p'a(@) = - 2 sin 0. 


P,(8.) 
La tangente à la courbe fait un angle @& avec u (9,) vérifiant: ga = > 
P'aBo) 
au point M(8,) #0, - 
si p', 6) #0 sinon (0 ÈS 2x13 
elle est portée par u' (8). |P°(@) |0 2 - «fs 
SiM(O,) = 0 la tangente a+2 H 
est portée par u (6,). p(@) | a-2 
On obtient alors les courbes |__| 
ci-dessous. = 
y 
1 #E3 
Los y 
r/3 3 x 
* 
/ ù 


# 
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On considère la courbe l, d'équation en coordonnées polaires 
2 


pe 


sa > 0. 


pe) 
cos 8 
1) Démontrer que l'origine est un point de rebroussement de 1ère espèce pour Tr, 
2) Démontrer que l'origine est un point double pour T, 
3) Tracer, pour a=1, a=2 ,a=3 


Solution 
P, est définie sur R - ((2 k + 1) x/2) et elle périodique de période 2x il suffit alors 


de l'étudier sur [ -x 


RAR 
+3 M T3] 


2 
P',(6) = 


7 Vao>o. 
cos” 8 


1) Cherchons les valeurs de 8 telles que p,(8) =0. 
P2 (6) = 0 admet pour solution 8,=-x et6,=x. 
De plus p',(@)=0 et p',(@)#0. 0,1. 


Ce qui prouve que l'origine est un point de rebroussement de 1 ère espèce. 
2) Même démonstration qu'en (11.3 2° . 


CPR 
3) p, est paire, on restreint l'étude à [0 , 7-10] +» }.… eton complète par 
symétrie par rapport à ox 


imp,(@)=te et lim PA). sn (-)=-2 
07 87 


7 


Ce qui prouve que la droite d'équation _Y. 


2, dans le repère faisant un angle 


di 
8,= > avec le repère oxy est une asymptote à, . 


p"@) | 0 + é o 


A fe 


205 


Courbes en polaire 


T, (a=2) 
F, @st) 


Etudier les branches infinies de la courbes F, d'équation polaire 


26 
p(@)= —. 
1-8 


Solution : p est définie sur R- {1}. 
Pour étudier les branches infinies de la courbe F', nous étudions les limites aux 


bornes du domaine de définition de f. On a : 
im p(8)=-2 a im p(@)=-2. 


8m En 
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Donc le cercle de centre o et de rayon 2 est un cercle asymptote à T 
etcomme lim lp (8)1-2=0+. la spirale s'enroule autour du cercle en restant 
exterieur . 0 
et lim Ip(6)l-2 
0 


d'une montre en restant à l'intérieur. 


la spirale tend vers le cercle dans le sens des aiguilles 


C lim p (8) =-æ. 
e 
81 


On étudie alors lim p (8). sin (8-1): 
CE 


268 
mais PO): (G- De sn(8-1). 


donc im p(0) sin(8-1)= 
CE 


On conclut alors que la droite Y = - 2, dans le repère faisant un angle 0, = 1 
avec Oxy, est une asymptote à la courbe. 


Etudier les branches infinies de la courbe Tr, d'équation polaire : 
2 


Solution 

lim p(@)=-e , lim p(B)=+>. 

Eee res a, 

On a alors une branche spirale qui s'agrandit avec 1 OM(8)1. 
lim p{(8) =- æ im p(@) = 
or CEE: 


On étudie donc lim p(8) sn(@-x): 


sé 
Mais lim p(@)sin(8-x) = im 97. 070). 


La droite d'équation Y = - x? est une asymptote à la courbe. 


6-7 


Etudier les branches infinies de la courbe T°, d'équation polaire : 


Solution 
pest définie sur R - 
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11.8 


p est périodique de période 2 r, il suffit de l'étudier sur le domaine : 


[ ET Fur. #} 
pt paire on resueim Fétude à 'mervalle 1 = {0 Fur 1. 
et on complète par symétrie par rapport à l'axe Ox. 


LI 3 
lim p(B)=+æ et lim p(8)=:sin|0-— | ee 
* x LE) 3 

oi [Es 


x 
jan mfr-à 
3 2cœ 6-1 

F5 et on fait un developpement limité au voisinage de 0. 


Eneffet:  p(8) sn(e- 


On pose u= 


2 
1. V3 u-% + O(u?) 
DONC PAU + 7) SU = ——— 

: -V3- + +00) 


Doù lim p (8) sn(o - 


9-7 


irpfes 


et par conséquent la droite d'équation Y= =*- dans le repère déduit par une rotation 


d'angle 3 par rapport au repère oxy est une asympiote à la courbe. ; 


Etudier les branches infinies de la courbe T', d'équation polaire : 


d° +2 
P@)= L 


G 


-2 


Solution 

Dh=R -{Log2}, lim p(@)=1 

Le cercle de centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote à la courbe. 

La courbe s'enroule autour du cercle en restant à l'exterieur . 

lim p(8)=-1. encore le cercle #(0 , 1) est asympiote à la courbe qui 


8. 


s'approche du cercle en étant intérieure à celui-ci. Et finalement 
lim  p(8)=+e a lim  Pp(@)=- 
CETTE 8 (Log V2 

Etudions alors lim _p(8) sin(8 - Log 2). 


u 2 
3108 


208 - Chapitre XI 


8-Log/2 sin (8 - Log V3 
ona p(8) . sin ( -Log /3)= (6° °+2). LE VS Sn@ LE VD 


2 6 -Log /2 

lim @°4+2=4 lim hnE-Le VD 
ve Va oo V3 0-Los V3 
et par application de la règle de l'Hôspital on a : 
lim CEE ER nr 

e°-2 2 
Log VZ 8Los V? 
D'où : lim  p(8)sn(8-L/2)=1. 

8-»L0g V2 


Ce qui montre que la courbe possède la droite Y = 1 comme asymptotc. 


11.9 | Déterminer les points d'inflexion de la courbe  d'équation 


1 
Pp(@)= 


cos 8 - cos 28 


Solution : 
Les points d'inflexions correspondent aux valeurs de @ telles que : 


90) = Es + ) À ag en argent die 
DOBUU)E) 


On a @(8)=3 cos 20. 
{en tenant compte des symétries (périodicité, parité)) on ne cherche que les points 
d'inflexions correspondant aux valeurs de 8 € [0 ,] . 


(#0)-0 Je(o-s 


(8e to .x] ) : 
T possède alors quatre points d'inflexions : les points Lrouvés ci -dessus et leurs 
symétriques par rapport à l'axe Ox . = 
11.10 Determiner les points d'inflexion de la courbe Tr, d'équation : 
p (@)=3+2c050. 
Solution : 


On résoud encore l'équation @ (8)=0 où ceue fois @ (8)= 17 + 18 cos 8. 
Ce qui donne 17+ 18 cos 8-0. 

donc on obtient un point d'inflexion qui correspond à Ia valeur 9, , tele que 
cos8,=- L et son symétrique par rapport à l'axe Ox. 
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6 

11:11 | Soit l'la courbe paramétrée en coordonnées polaires par : p (8) = 1+ 18 
1) Déterminer le domaine de définition de p et étudier les branches infinies. 

2) Déterminer les points doubles de. 


3) Déterminer les tangtentes aux points doubles. 


Solution : 
1) p est définie sur R-{(2k+1)r/keZ). 
P est périodique, de période 2x , il suffit de faire une étude sur l'intertvalle ]- # , x [ 


E _— 
LU] 

lim p(@)=-æ et lim Pp(8)sin(@+#)= lim sine +2sin 7-2. 

en, or, Re 


donc la droite d'équation Y = - 2. est une asymptote à la courbe. 
im p(@)=+e et lim p(8)sin(@-)=-2. 
on. 0. 
donc la droite d'équation Y =-2_ est une asymptote à la courbe. 
2) Les points doubles de T° correspondent aux valeurs de 8 solutions des équations : 
@)  p@+2kx)=p (0) 
ou où ke Z* 
@  Pp@+2(k+1)m=-p(8) 
or p est périodique de poériode 2 # donc l'équation (1) n'a pas de solutions. 
Résolvons alors l'équation (2) 


ona:p(8 + GK + Dm)= -p(8)2 sin + BK +1) 52 cos (8 +(2k+ 1%). 


Ce qui donne deux solutions dans ]- , # [ pour k = - 
L 37% L 3% 
TA 0-7 we PO-PG) 


8= 3 


La courbe F admet alors un seul point double M: () 
1 Ü 

bp (8) fret) 

Dona 


@=1+82 
Ip (8)= 87 


= (3 
On constate que p'|7]#0 «tp 


les tangentes à T° au point double, on calcule 
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U] 
Or l'équation (2) pour k = - 1 devient 18° > +28$-1-0 Ce qui donne 


57 
+ v= gr -Ce qui détermine parfaitement 


e 
les tangentes. = 
11.12 | Construire les courbes  d'équation polaire : 
a)p (8)= cos 20 b) p (8) = cos 3 8 
Solution : 


a) le domaine de définition de p est D = R 
p est périodique de période x, on réduit alors l'intervalle d'étude à 

et on complète l'arc obtenu par une rotation de centre O et d'angle x. 
p est paire, on restreint l'étude à [o , x /2]et on complète par symétrie par rapport 
à l'axe Ox. 


p'(8)=-2sin 26. 

Le pôle est un point de concavité car 
p(x)-o « p(x)r0. POI 

On obtient la représentation graphique 

ci-dessous. À | P«@) 


b) Même étude qu'en a) ; on donne 
brièvement les étapes essentielles. 
D=R ; intervalle d'étude L 
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+ 


0 7lé 7/3 


p'(@6)| 0 


p(8) 


Remarque : On peut généraliser ce résultat : p(@) = cos n 8 . 
Si n est pair : la courbe obtenue est une fleur à 2 n pétales 
Si n est impair : la courbe ést une fleur à n pétales. = 


11.13 | Construire la courbe M d'équation polaire 
2)p (@)=e° b) p(@=2+h0. 


Solution : 
a) p est définie sur R 


lim p (8) = + « On a alors 
8 
une branche spirale qui s'agrandit 
en s'eloignant de O . 
| | 
| p@) | ri 
lo EN 
limp(8)=0 donc O est un point asymptote. 
8+. ÿ 
r 
x 
b)D=R 
lim p (8)= 3 donc le cercle de centre O et de rayon 3 est un cercle asymptote à D 
8 


lim p (8)= 1 le cercle de centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote à T . 
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p' (6) 1 


€ (0,3) 
Pp (8) 


11.14 Four n courbe T° d'équation polaire : _p (6) 


Solution 
D=R-(1) 
lim p(8)=0 donc le pôle est un point asymptote à T. 
o+ 
lim p(B)=+ on a une branche spirale 
[ES 

1 
lim p (8) = + et lim p (8) sn(8-1)=-— 
81 81 


donc la droite d'équation Y=-— dans le repère faisant un angle @ = 1 avec 
le repère Oxy est une asymptote à la courbe 


8e° = ( 1 += 
POSE | | | 
Fe p'(8) £ + 4 
Fe F= 5 
p(0) | ET 
| 
1 - 
Points multiples 


Les points multiples sont solutions des équations 
(D) p@+2k7)= p(6) 
ou 


ke Z* 
@)  p(8+(2k+1)x)=-p(8) 
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Ce qui donne une infinité de valeurs de 8 . 


2kx CU Oks Dre 
ou ®, 


-2xr k -Qk+1 
l-e Lee rr 


Donc T° admet une infinité de points multiples. 


1-2kx -e 
e= 


Graphe 4 


11.15 | Etudier et représenter graphiquement les courbes d'équations polaires : 
a) p(8)= 23 cos 6 +25in 6 


b)p(8)=/3cos° 8 +3sin 8 


Solution : 
3) D=R.Ona p(0+x)=p(8) donc p est périodique de période x, il suffit de 


faire l'étude sur Fe . 5] et compléter l'arc obtenu par rotation de centre O 
etdanger. 2°? 

P est en plus paire donc on restreint l'étude sur Le . x] et on complète la 
courbe par symétrie par rapport à l'axe Ox. É 


p'@)=20-,/2 cos 8 sin8 
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0 72 
P(6) $ 
ÈR E 2 
P(8) RÉ 
y 
À 73 
2 
s 
Vi 
x 
a > 
2 x 
bD=R 
P est périodique 2 r et p(0+x)=- p(8) 
donc il suffit d'étudier p sur [o.r] . 
p'(6)=3c0s 6 sing (358 - #Fcos 8). 


L'éxistence de Ia valeur de 0, est assurée par le théorème des valeurs intérmediaires I 
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES 


12.1] Soit l'équation différentielle : (E) y +ye 


1) Intégrer (E) sur chacun des intervalles 1, =]-<,0{ ,1,=]0, 11 
L=ll,+el. 
2) Estil possible de trouver une solution de (E) sur 1» , 1 [. 


Solution 
1) (E) est une équation différentielle linéaire du ler ordre. 


Résolution de l'équation sans second membre : 
E)] 2xy+y=0 

Les solutions ÿ qui ne s'annulent pas sur R*_ sont aussi solutions de 

Me. “ LS 

De gg que l'on peut écrire = 3 
on obtient par intégration Log À= - + Logix 1. 
où C est une constante du même signe que y. 

Les 
Vixt 


Résolution de l'équation complète : 
on applique la méthode de la variation de la constante 


Finalement Lol 


onpose y=C(x) y, avec y,= €) s'écrit alors : 


qui 


2x(C Hn+COyil+C@m= 


re 
. 1 
2xC'Gy+ CG xy +n = 


1x 
Et puisque y, est solution de (E') on obtient 
“ k 1x 
2xC ONE. soit CO 2-5: 
a + Résolution sur 1, =]- , 0 [ : 
On obtient C (&)=——— ,puisque -x= 7x 7x 


1 
2/-x (x) 
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7 


dx 
Par suite : C()= | —Ÿ©, posons 
He 


d 
ce [eau CU) = Arc 7x +C,. 
+ 
Arc 7x + C 
fx di 


Par conséquent : y@= @ 


b - Résolution sur o,11. 


1 
20-20 


c'œo= 


Para: | . En posant 1= /% , cela donne : 


2x0 -x) 


cœ[ 4; sghi+C, carsu ]-1,1[(Armgthy'= 
1e 


Ag /x + Cy 
A 


€ - Résolution sur 1,=])1,+ [. 
On obtient par le changement de variable 1= x 


ets (= 
1-0 

1 

E 


Finalement y 


et puisque sur ]-æ,-1[U]1,+æ[ (Argeahÿ = —. 
ona:  C(x)= Argcotht+ C, 1- 


Argcoi /x + C; 
vx 
2- Soit f la fonction définie sur , et 1, respectivement par les formules (1) et (2) . 
f'admet une limite finie en 0 si C,=C,=0. 
Cette limite est alors égale à 1. Posons #0) = 1 
La fonction f est alors continue sur ] - + , 1 [. Montrons qu'elle est dérivable sur cet 


intervalle. 11 sufit de montrer la dérivabilité en O. 
Posons 1= /Txi 


Ainsi @ 


2 


ren fo Lo, 
t 3 
2 
sixeL cp = EM 145 +0 (0) 


Ainsi pour xe }-æ,+1[ = 1 + ++ 0%). 
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f'étant continue en Ü et admet un DL d'ordre 0 au voisinage de 0, elle est donc 
dérivable en O et (0) = 1/3 L.] 


snx 


12.2 Intégrer l'équation differentielle :  ÿ°-2xy 


Solution 
Résolvons d'abord l'équation sans second membre 


W-2xy=0 donc De zxax d'où Lo = x? etparsuite y= Ce 
ÿ 
Cherchons la solution de l'équation complète sous La forme : 
2 


Y=CGhy, ae re 


En substituant dans l'équation (E) on obtient : 


C'Hy=e Puis , après simplifications : C' (x) 


Ce qui donne : C (x) =-cos x + K 
Finalement y =(K-cosx)e* . = 
Intégrer l'équation diffentielle : 
Œ) ie 


Solution 
Equation sans second membre : 


dy y 
Y-Qx-l)y=0 donc Ÿ=@x-D& et par suite Los &= 
2 
y= Ce 


Equation complète par la méthode de Variation de la constante : 


2 
Posons y=C({x)y, avec y,=e * 


€) devient : C' (x) y, F 
Par suite :  C(x)= 


Puis, après simplifications :  C'(0) = 6* 


*+K 


2 
Finalement : y=e +ke ” L 1 


12.4 déterminer la solution de l'équation 
Œ) y+ycagx=e"* 


sur l'intervalle | 0, {telle que y es =0 
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Solution 
Equation sans second membre : 


à y | 
Œ) Y+ycogx=0 donc Ÿ=-coxx doù Lg =-Logsinx 
€ 
Par suite : y=——. 
sinx 
Equation complète par la mèthode de variation de la contante : 


1 
snx° 


Posons  y=C(x) Yi ave y 
€) devient : C' (x) y1 + C (x) Ly'1 + ya cotg x 1 =e°**. 
Par suite: C'(x)=sinx e°** 
Cela donne : C(x) =-e°%**+ K 


K-é 


D'où Enr 


la condition ÿ(G)= 0 nous donne K = 1 


1-et* 


Sn x D 


Finalement 


Résoudre l'équation différentielle : 


€Æ) xy 
Solution 
L'équation peut s'écrire: xÿ +y=e "donc (xy) =€ 
Posons z=xy  onoblient: z=€* 
Après substitution, cela donne : _e°* dz = dx 
Par suite e =x+C 


D'où 2= Log (x+C) 
La solution sur un intervalle L tel que 0 € I et 1 © ] -C, + { . est donnée par 
Lo (x +0) 
PS — = 
12.6 Intégrer l'équation diffèrentielle suivante 
Y'+2xy + xyt = 0 

Solution 

C'est une équation de Bernoulli. On se ramène à une équation linéaire en divisant 

par ÿ* À 

1 Z 
Posons Z=— Z + +2xZ=-x 


12.7 


128 
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Résolution de l'équation sans second membre : L+2x220 


.. 
Onpeutécrie  T=6xdx. 


‘ Z 
Ce qui donne : Le = 3% et  Z= 


Résolution de (E) : posons Z=C(x)Z, avec 
L'équation (E) devient : 


2 
ou encore C'() =3xe °* 


: Lys 
Par suite C(x)=- 3° +K. 


2 
Ainsi Z(@=Ke?* 


Finalement y = 


Résourdre l'équation différentielle 
Y+y=ysinx. 

Solution 

C'est une équation de Bernoulli. Divisons par ÿ?, il vient : 
Lalesnx 
y 

Posons donc = etonobien:-Z'+Z=sinx. 

y 


L'équation - Z' + Z= 0 admet pour solution Z = C e* 
Considérons maintenant € comme une fonction de x . (E) devient : 
-C'e-Ce+Ce'=sinx. 


fure “dx 


On obtient par une double intégration par parties 


€ 


EE 
in x + cos k 1 
Finalement Z= EE t4ke et =. = 


Déterminer la solution de l'équation différentielle . 


JxŸ 


(Æ) 1 


y 1 -1 
définie sur R. et passant par les points af) 8 5) 
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Solution 
Posons Z= À 


Y=x2'#Z et don xy=x2'+xZ 
Ainsi y-xy=-x7. 


L'équation (E) devient 


Résolution sur R,* : 


-xZ 


Puisque = 1 on peut alors écrire 


Vi1+2 


ë 
Donc ArshZ=Log— ave C>0. 


Or ArgshZ=Log(Z+/1+27) donc 


7 


Par suite: xZ+V x +x € soit 
x=lety=0 implique que C=1 


donc : y d'où x°+ÿ =1-2y +y 
2 
Finalement ÿ= pour xe R°, 
Resolution sur R.* : on obtient si x < 0 
xZ' dZ dx 


1 ouencore - 


V2 Jia 
Ce qui donne : Lo (Z+ 14 2e Log à avec C<0. 
Par suite: x=C(Z+V/1+#2Z) 
Puis, en multipliant par x: x?=C(xZ- x? +x°22) 
Et, après substitution : x ?=C(y-/x?+y2) 
Pour que le point 8 (9 )pparienne à la courbe il faut que C = - 1. On en déduit 
que x2+y=/x2+ÿ En élevant en carré on obtient x°+ 2x2 y = x?. D'où 


x+2y=1. 
Ainsi pour x € R*. 


Finalement 


129 


12.10 


Déterminer les solutions de l'équation différentielle. 
© mrryy-m/m rs 


qui passent par le point A () 


Solution : 
Posons Z=m?x?+y? donc Z'=2(mx+yYy). 
L'équation (E) devient 
z 
3 =mvZ ouencore cu ne 
2V2 


En intégrant, cela donne : Ÿ/Z=mx+ C  ouencore Ÿm°? x?+y? =mx+C 
y (0)= 1 entraîne que C=1 etdonne mx? +y* = mx +2mx+1. 


-12m x 


Solution : 

On va utiliser la méthode générale de résolution de l'équation complète 

{voir Tome 1 p. 279) 

L'équation homogène (E)y"-y=0 admet pour solution y=ac"+f e*. 
Posons y,= e* et y,= €. 

On peut chercher la solution générale de (E) sous la forme : y = u ÿ, + v y,» 

où u,v sont des fonctions à déterminer verifiant : u° y, + v'y, = 0 
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Onaalors y=uy,+vy,. 
et veut vy +uyi+V y. 
En substituant dans (E) on obtient : 


On) + VOD +0 Yi + V V2 
+2 
et puisque y, et y, sont solutions de (E'), les fonctions u et v doivent satisfaire 


le système : dress) 


y +V Y2= 


dont les solutions sont : 


où w(x) désigne le Wronskien, de y, et y, . 


n M 
= 1=2 
Fe Pa Y2 
Par conséquent: _u= a 
2 (+2) 


En effectuons le changement de variable 


dt 1 : 
HD" 7086 +2+A 
et le changement de variable s=e* 
ds 1 sds 1 1 
Va ms rl gloss 
2(5+2) 


1 


[Log(1+2e ")-2e"]+B. 


[-x+ Log (e"+2)-2e "]+B. 


€ "Log(e‘+2) eLog(e*+2) xe* 1 
RUE nn LE | 


Finalement y=Ac"+Be- 


12.11 Résoudre et discuter, suivant les valeurs du paramètre réel m, l'équation 
differentielle : 


Œ)__y'-2y+y=xe"x 


Solution 

L'équation sans second membre (E)y"-2y+y=0 admet pour équation 
caractéristique associée À2-2 À + 1=0 dont la solution unique est À=1, etla 

solution générale de (E') est alors y = e* (A+ Bx) Soient y,=e"ety,=xe* les 

solutions correspondantes respectivement à (A,B) = (1,0) et (A.B) = (0,1). 


Equations différentielles 223 


Résolution de l'équation complète  (E) 

Chercher la solution sous la forme y = u y, + vy, 

où u et v sont deux fonctions à déterminer telles que u' y, + v' y, = 0 
on aboutit alors au système suivant : 

Ë P+V Y2=0 


dy +vya=xet 


dont le déterminant est 


et 


Ainsi ue [er ra « vefreor 


dercas:si m=1 
2 
u= [x dx =. +4 


La solution générale de (E) est alors 


CNE PE ea 
LR : 
Gm-D ‘m-D| mi my] 
0x2 ax 
D'où finalement EDR enr 4 [A+ Bx] = 


m1) 


12.12 Soient P(x) un polynôme et a,b,c,s des constantes réelles. (a # 0). 


Montrer que l'équation différentielle (E) ay" + by" + cy = P(x) eS* 
admet une solution unique de la forme y =x* Q(x) eS* 

où Q(x) est un polynôme de même degré que P(x) et _k=0 si s n'est pas 
racine de l'équation caractéristique:  (C)  aÂ2+bA+c=0. 

et k=1 où k=2 suivant que s est racine simple ou double de (C). 
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Solution 
Déterminons un polynôme R(x) tel que y = R (x) e%* vérifie (E) 
Y'=(R'()+5R (x)) e* 
y" = (R° (x) +2 s2 R'(x) + 5 R (x) e°* 
En substituant dans (E) on obtient 
Las? + bs + c) R (x) + (2 as + b) R' (x) + a R° (x) 1 e%= P (x) eX 
Posons À = a $2+ bs+c ,B = 2 as + b ,C = a . On obtient : 
()  ARG)+B Rx) +CR'(x) = PQ) 
Posons: P(x)=a,+a,x+.+ax" avec a,#0. 


187 cas : Si s est racine double de (C) : Alors À = 
L'équation (1) devient CR” (x)= P{x) 

Cette équation admet une solution unique de la forme 

R (= x [b,+b, x ++ D, x] 


ES tout k. 
ar D@r2  Pourtoutk, 


Ona 


2ème cas : Si s est racine simple de (C): Alors À = 0 et B #0. 
L'équation (1) devient BR'x) + CR'()= PQ) (2) 
Cherchons une solution de la forme 

RG=x (b,+b,x+.+b,x"]. 


l'équation (2) s'écrit : 
û a. . 
BE &+Dbxt+C À &+i)k+2b, ue Eat 
0 ) 0 


On obtient par identification 
(+1) Bb,= a, et(k + 1) Bb, +C(k+ 1)k+2) by, =, pour k = 01m. 
Ces relations peuvent se mettre sous la forme d'un système : 


ds % 
Bla 
0 @+)B/(b,) (a 


C'est un système de Cramer, admettant donc une solution unique. 
3eme cas : si s n'est pas racine de (C): A #0. 


Cherchons une solution de la forme R(x)= À b, x. 
L'équation (1) devient : ten 

a ai 22 a 
Zns +B 2 G+Dme sx + CE a+n@+Dm,x- Z ax 
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On obtient par identification le système suivant : 


A B 2 0 o y ft) f# 
0 A 2B 6C CAR LC 
A 3B o ||: || 

A n@l)C 

nB 


0 AJ (b) Um) 
À étant non nul la matrice du système est inversible et ce dernier admet une solution 
unique. 
Remarque : 
Le résultat établi reste valable dans Le cas où a,bc,s sont des complexes. 


12.13 Intégrer l'équation différentielle 


Œ) y'+2y+2y=e *cosx. 


Solution 
L'équation caractéristique est A?+2À + 2=0 dont les solutions sont - 1+i et 
-1-i. et la solution générale de l'équation sans second membre est 


ys=e * [A cos x + B sin x]. 
Cherchons une solution particulière y, de l'équation complète (E). Puisque e” * cos x 


est la partie réelle de eC° 1 +i)x 


de l'équation (E)_ y°+2ÿ +2y= € 
$= - 1 + i étant une racine de l'équation caractéristique. Ceue solution particulière 
sera de la forme y = ax e%  (voirexercice 12.12) 


. déterminons une solution particulière complexe 
C1+i)x 


d'où y'=(a+ sax) e5X 
3" = (2 sa + 52 Xax) eSX et en portant dans (E,) , on aura 
(2 sa #82 ax) eSX + 2 (a + s ax) eS% + 2 a x eS* = eSX 
puisque s2+2s+2=0 ets+1=i, onobtientalors a 


i 

FR 

une solution particulière de (EÇ) est donc _ x e* dont la partie réelle est 
Lex 
7° 

la solution générale de (E) estalors y=Ys+p Soit: 


snx= y, 


y=e*[acosx+Bsinx+ Esinx]. = 


Z 


12.14 Intégrer l'équation différentielle : 


y°-4y+4y=xe2 + 25 cos x. 
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Solution 
L'équation caractéristique (C)_ À2-4 À + 4 = 0 admet une solution unique À = 2 
la solution de l'équation homogène y'-4y +4y=0 est y=(A+B x)e** 
Determinons une solution particulière ÿ,,1 de (E) y'-4y+4y=xe" 
2 étant racine double de (C) on cherchera ceue solution sous la forme y = R (X) e2* 
avec R (x) = x? (a + bx) . 
on obtient : _ y' = (R' (x) + 2 R(x)) e2 * 

Y" = (R'() + 4 R' (x) +4 R (x)) e2 * 
en substituant dans (E,) on büent : 

R'(x)e*=xe* puis, après simplifications  2a + 6bx = x 
Ce qui donne a=0 et 


Finalement 


Déterminons une solution ÿ,, 2 de y" -4ÿ"+ 4ÿ= 25 cos x. 
Celle ci sera obtenue comme la partie réelle d'une solution de : 
Œ) y'-4y+4y= 25e" 

En substituant dans (E,)_ on obuient : 

La-4ai+4a] e!* 2250 

25 
4i 


a=3+4i 


Yp.2=Rel(GB+4iex)] 
Jp, 2 = 3 C0 x - 4 sin x 

Yp= Yp, 1 * Yp,2 SStune solution partuculière de (E) . 
finalement la solution générale est : 


3 
yafasnre Et sscox-ainx. 


12.15 |a) Soit & un parmètre réel, déterminer la solution y, de l'équation differentielle : 
Y'+2y+(l+m)y=1. 


illeque yO=— «  yaO=1 
1+a 


b) x étant fixé, montrer que l'application a y, (x) est continue en 0. 


Solution 
a) l'équation caractéristique est À?+ 2 À + (1+ @)= 0 dont les solutions sont 
-ltlali. 
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Ainsi l'équation sans second membre admet Ia solution 
Y=e"[Acoslmlx+B sin lxIx] 

Le second membre de (E) étant 1, (E) admet la solution particulière y, = 

Ainsi la solution générale de (E) est 


LAcoslæIx+ Bsinlæix]+ 


= 5. 
1+@ 


YO =A+— 


= doù A=0. 
1+0 
Y @=e* [-B sin lai x +lœ 1 B cos lu 1x]. 


ÿ(O)=IlaiB=1 d'où B= si a#0. 


Finalement la solution de (E) est : 


” 1 


€ 
Ve —snialx+ si a #0. 
® lai 


3 
1+a 

Si a=0 y=xe *+ 1. 
b) x étant fixé on a ÿ,— ÿ, (x) donc ÿ, est continue en 0. comme fonction de c: M 


12.16 | Si la population d'un pays double en 50 ans, en combien de temps triplera-t- 


elle compte tenu du fait que le taux instantanné d'accroissement est 
proportionnel au nombre d'habitants. 


Solution 

Appelons y(1 le nombre d'habitants à l'instant £. 
L'accroissement instantanné de y étant proportionnel à y. 
Signifie que ay & 


FL ei eo et 
as doi P=kd cesdie y=e@) € : 


C'{k) est la population à l'instant 4, 
Si l'unité du temps est l'année on a par hypothèse y (1+ 50)=2y() (1) 


On doit déterminer T__ tel que Y(+TD=3y(0D (2) 
(D peutencore écrire caye ""*""=2cqe 
cestèdie #02 droù k= 2. 
Re 83 _Lo3 
de même (2) entraîne € soit T= = pes .50 = 79,248 


Ainsi la population va ipler pour T= 79.248 : c'est-à-dire en 79 ans et à mois 
environ. 
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NOTIONS SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES 


13.1 Soit la fonction f de lans R définie par : 


x + 


f(0,0)=0 et FRy)= ailleurs 


ep 
af of 
a) En revenant aux définitions calculer 35 t > cn (0,0) 


b) En utilisant les formules classiques, star À — « a ailleurs 
©) Ecrire la différentielle de f au point (0,0). 


Solution 
at £(h,0)- (0,0) 
D RD ET — 
à CODEC 
NO) = tm LHC 
} n=0 


b) En appliquant la fommule de la dérivée d'un quotient après avoir supposé 
successivement ÿ puis x constantes On Lrouve : 


dy 3x 9x y? - 14 xÿ° 


ar ; 
rs y)=- 


+ y) 


aæ x 
& up= 


et celà en tout point (x.y) # (0.0). 


f 
caf CET + ENCTE -3 dx+7dy. 
= 


132 Soit la fonction définie par 


Ve +y +7 


ry, 


Ft 
Cakcuke À, À eut quotité 
x ax 


Fonctions de plusieurs variables 


Solution 
œ x ÿr 2 
oma —(y2=- et Gy2)= 
dx + +2 a Grp +2 
et puisque x , y etz jouent des rôles symétriques dans l'expression de f, 
on en déduit que : 
À ? 
2ÿ 
me PL ET NUE SRE TT 
CAE 
etque 
#r 
52 EX 


+ +2) 
d'où le laplacien de f'est tel que : 


A 2 
areype 020, À “a jte y na y4)=0 

à 
on dit alors que f'est harmonique. . 


Soit f la fonction de R° dans R définie par : 


LGy=xt + yt-2(x- 2 
Trouver tous les points critiques de 1 


Solution a a 
Les points critiques M (x.y) sont els que 2 (x.3)= 5 (x.y) 0 
donc ici * v 

4x3 24 (x- y) 


et 4ÿ+4(x-y 
Les solutions sont les points (x.y) tels que x =-y avec soit x = 0, soit x + 2 
d'où les 3 couples solutions 

<e0. 6 Y=0 

x= V2 à y=- 2 


x=-V3 a y= V3 C) 


Soit f'une fonction de 72 dans ? , on note le Laplacien de F: 


sa 
Ë f 

araye Ty) ao es) 
ax w 


et on dit que f est harmonique si Af{xy)= 0 V (x) 
vérifier que les fonctions suivantes Sont harmoniques 


fi Gy) = Log V à +3? 
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Solution 
< a, < #1, 
sms @y= æ GS) = 

ax L+ÿ a R+yS 

d'où puisque x et y jouent des rôles symétriques dans f;, on en déduit que : 

P 2 
ON = 
a + 
ft af, 
etalors Af, (x,y ES +0 #=0 


D HAY=E cosy alors 


CA CAC] 
HAN pe] 


LRY=E cos y. 


CL 
5 Gy=-esiny et e* cos y- fa (x.y) 


doù  AH(xy)=0 


13.5 f étant une fonction de R2 dans R , on pose 
x=rcos8 et y=rsin6 
et on définie alors la fonction F par : F(r,6)= f(rcos 8 ,r sin 6) 


Montrer que 
F(,0) 12F 19 
Af(rCoS 8 ,r sin 8) = "+ (CG DPALNT 
Dm var Fe 
Solution 
dF_ofax, 2f2y af 
dr“ xor oyor %0 3 ÉELES 
Fr af af af 
Trcemo dose 2! Rein 0 Ge sin 3 ee 0 D in DE) 
2 
CN dcos0 9f dsin0 2f of 
meer ï 
= c00 tee +0 3 + cos sh 
2 
À se? je 228 af 207! ._ dsn02f 
RDS PL LES ES SES CE CT 


2 


2 
f af f 
2 0082 0 2 1 + 25in0 cos 0 2 à sin Le + 
ax sx os aÿ 


s] PET dsine 
Slt 
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Or et sinf = 
Sa PRE sin? e 
x CRC: 
ECE -sin 8 cos 8 
. d(5in8)__ sin8 cos 8 2(in6)_ cos? 
de même = — + 
et finalement en remplaçant dans l'expression cisdessus. 
2 
PF à 
ona LE LEP ÿ sainte À a) 
FT ne 3x0 FA 
D'autre part 
dF oo ooy of of 
ÉTÉ LET LEFT ENRR LRLT] 
et d ? f 
PF f af cs 
L = sin0 PL 3e sin0 ms +7 cos? QE ir @) 
ET] ax L 
en divisant (2) par r et en la sommant avec (1) on trouve 
2 TJ 
Men ëF 1 DE Lee 
dé ap at 
0] 


dans R , on définit la fonction f par : 


(3+snx+ cos y Ÿ" z 


4 ) 


1) Montrer que est définie , continue et différentiable sur R2 
2) En utilisant les formules classiques, calculer le developpement limité 
de f'au voisinage de (0,0) à l'ordre 3. 


F@œy= 


” af af 
3) En déduire 3x 00 et FT] (0,0). 


4) Calculer 22 ex 22 en un point quelconque de R2et vérifier le 
CARE ri 


résultat donné en (3) 


Solution tés | 
1) y) =exp {Lo CRE sen) 
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comme snx+cosy2-2  V{nye 2? 


A+sinx+cosy\ : : 
7 —— est donc définie, continue et diflcrentiable comme composée 


de telles fonctions. Il en résulte que f est différentiable sur &2 
3 


3+sinx+cosy 1] 


2 
> FE HErONS serre LE seeytxi +130) 
CRE 
She ge) On +13 À) 
(3 + sin x + cos y) A Re ue 
7 — ) = Log (1 + u)= (; LJ5 àlorre2 


Le 
. 3+sinx + cosy LE ME: 
sy Log (TT). Y(4-# 7) à l'ordre 3 


3 
d'où fay= me g + Ex PIE) 


3) on en déduit donc que : 


af(0,0) 2f(0,0) 
F(,0)= 1 He =0 LS 
4) on trouve 
af cos x 
De un) 
y 
ar y) tetes) sin? y } 
et y) 
oy co y Los (2 J Frsmxt cosy) Cu) 
et on vérifie bien les résultats trouvés en (3). puisque 
aF(0.0)_ 21(0,0). 
OO, =, 


13.7 | Soit fla fonction de R? dans R définie par : 
xy? 
LG) =xy+e 


#r #r < 
Calculer 3xdÿ a ÊTES et montrer qu'elles sont égales. 


Solution 

2 

x af x 
Her yep et 7% +2% € 
Il s'en suit alors : 


#f _a fat) à ; 7. 
ÉrT = x (ae +2xy €") 
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2 2 2 
=3x2+2ye Ÿ #2xy.y2.e Ÿ 23x242(1+xy) ye *Y 
Ca 21) 8 2, 208 
spas nn) 350 y+ye "7 ) 
2 2 à 
=3x2+2yeŸ +2xy.y.©Ÿ 23x24 2 (1 + xy) y *Y 
Ca Ca 
On voit bien qu'on a l'égalité or = px  Ceue églaité provient du fait que 


ces dérivées partielles existent et sont continues en tout point (x.y) € R2. 
L 


Soit f la fonction de R? dans R définie par : 
ÿ 


FR) = six#-y et FRy)=0 si x=-y 


Caleuk #r #e s concl 
lculer Has 00 a 7yax (0) puis conclure. 


Solution 


En tout point (x,y)€ R? telque x#-y ona: 
3 


Cie Fe D Ep a 24 

mn” CLS CS 

D'autre part, en revenant à la définition, on peut calculer 
200= 0= 00. 


Il s'en suit immédiatement que : 


1of 
337 00 = Je u Era LS 2 ER 


#r 


grax 00 en _ CCE Q 
ar ar 
Conclusion : Comme 500 # 3ÿax (0,0), l'une au moins de ces deux 


dérivées partielles secondes n'est pas continue en (0.0). CI 


13.9 Chercher les extrémums relatifs de la fonction 
Laye -2 (x y + xt + y 


et préciser leur nature 


Solution 
les extrémums de cette fonction, ont déjà été détérminé dans l'exercice (13.3) 
etsont A(00), B(V2,-V2 CCV3,V2 
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2) En A on a f(0,0)=0. 
et au voisinage de (0,0) on peut écrire 
Le -2 (x ÿ + OM € (x,9) 


donc au voisinage de (0,0)  f(xy)<O donc A est un maximum relatif, 


DEnE , 1(V2,-V2)=-8 


ona son et CERTA et 


ax 2y 


Pr 
dxdÿ 


4 


V3+h y 


do y=-8+ RON +8hk+20kÀ] + OM € (x) 


-V2+x 


donc f(xy)-f(B)=f(xy)+ 8 est du signe de 10h2+4 hk+ 10 k2 qui est 
toujours >0. 
doncf(xy)+8>0 d'où Best minimum relatif. 


c)enC même chose et on trouve que C est aussi en minimum relatif. LI 


13.10 | On se propose de déterminer toutes les fonctions f de R2? dans R de classe 


1 . 
C', vérifiant. af at 


CE TRLE TE 
où a, b, c, sont réels avec a #0 et b#0 
Soit p:R? — R? 
(3) + @ (y) = (uv) avec u= ax+By 
etv=yx+ y avec  af.y,ô réels et aô-fy#0 
Montrer que f est solution de (Ej) si et seulement si 


Œ) 


g:(uv) — g(uv) définiepar g=fogl est solution d'une 
équation que l'on déterminera. 
2) Montrer qu'on peut choisira, B, y, à de façon que g satisfasse à 
une équation particulièrement simple dont on déterminera les solution 
3) Trouver toutes les solutions de (Ej) relatives à ce choix. 


Solution 
1) de classe C1 donc g de classe CI, 
on a alors : 
df dgdu dgdv de de 
ÉTÉ TRE RE FRUE TAUE D 
af dgèu dgèv 08 de 
ÉPRÉCEPAELET RE LUE LS 
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d'où fe Œ) & (aa +5p9E+ aa + bô) PE. Œ;) 
donc fe (E1) & ge (E2) 


2) choisissons a, B,yet ô _ telsque aa+bB=1 etay+bô=0 
et alors (E) devient = © C'est-à-dire g(uv)=cu+h(v) 
u 


3) on aura alors L(x,y) = € (ax + By) +h (x +8y) où hest de classe C1 é 


13.11 Soit la fonction f définie par : 
L (y) = x Log x + y Log y +z Log z 


les trois vi les liées par la relation x+y+2=0@ 
Déterminer la nature de l'extrémum de f. 


Solution 
Le lagrangien st alors tel que : 
L (ky,2) = L(xy,2) - À (x + y + 2) et l'extrémum sera donné par le système suivant : 


aL 
GA = Logx + 1-A=0 


èL 


y 2) = Log y +1 -À=0 


DE) = Log2+ 12 20 


x+y+7= 0 
ce qui nous donne Logx=Logy=Logz cestä-dire x 


Précisons la nature de cet extrémum, en utilisant le développement limi: de la 
fonction f'au voisinage de ce point, pour celà 


posons a 
a a RS 
doù fx) sa Log +(l+ Los Ghh+k +0) 4 Pat +004 
3 a 
3,2, 
++ 0) ehkL) 
Orx+y+z=@ d'où h+k+{=0 


gù LEE 5 SA 2 
d'où yep ge pt (Mk 40) + (Mk + LehKE) 
EE ET” 


c'est-à-dire que cet extrémum est un minimum 
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13.12 | Soit la fonction définie par : 


si (y)# 0,0) 


si (x,y) =(0,0) 


Etudier la continuité des derivées partielles premières de f, et la différentielle de f. 


Solution 

en (0,0) ; les fonctions partielles sont : 

x FO =0 et y > fO.Y=0 
è Q] 


f of 
done 35 (0.0) = 7 (0.0)= 0 


Si (y#(00  ona: 


pour les (x,ÿ) # (0,0) ; la continuité des derivées partielles premières résulte des 
théorèmes généraux, et donc la fonction F est différentiable en de tels points. 
pour (x,ÿ) = (0.0), en passant aux coordonnées polaires on a 


af 3 QT. se à 4 
Gx C9) = sin” 0 CR OR CURE 


done les derivées partielles n'ont pas de limite lorsque r'iend vers zéro, d'où la non 
continuité des derivées partielles premières de f au point (0,0). 

f'peut cependant être différentiable en ce point, car il suffit de trouver une fonction de: 
deux variables € qui tend vers zéro en (0.0) et telle que 


FOY) = (0,0) + Ox + 0ÿ + / x #7 etxy) 


» 


On aura alors ‘€ (x,y)= 


x +y 


Or ceue fonction n'a pas de limite en (0,0) (cf Livre du cours même collection) 
donc F'n'est pas differentiable en (0,0). 


13.13 | Calculer une valeur approchée de Arcig 3 au voisinage du point 
GED, en utilisant la diflérentielle, 


Solution 
Soit la fonction 1 {x.y} Arag À elle est définie, continue, admet des derivées 


x : 
Partielles premières continues poër x 0, donc elle est différentiable en tout point 
{eyravec x # 0, en particulier au point (1,1). 
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Soit (1 + h, 1 + k) un point voisin de (1,1), on a alors 
af af 
fO+h,1 +91 D+h 7 D+KTE CD) 


ar y a x 
Or UN =- 1 = 
HONTE € 70) Hg Paso 


af 1 
CR AUULES 


1+k_7 


etfinalement  f(1+h, 1+k)s Ang Ds 


: h 
+700 


13.14 | Soit l'équation 
28 + 4xy + 22 -3ÿr2-3=0 Œ) 


montrer que (E) permet d'exprimer z en fonction de (x.y) au voisinage du 
point (1,1,1) calculer alors les derivées partielles premières de z au point (1,1). 


Solution 
L (3,2) = x + 4xy + 22 - 3yz2-3 
f'est une fonction polynôme possedant donc des derivées partielles continues : 


hvdtess ; HyD=4x-37 
3x 35 
et y =2r-6yz etau point (1,1,1) on 


Marner , Manet et Dane. 
ax dy dz 


puisque f(1,1,1)=0 et A Q,194 0 . Le théorème des fonction inplicites 


(cf livre cours Tome 1), assure que z peut s'exprimer en fonction de (x.y) au voisin- 
age du point (1.1.1) et qu'on a : 


et 


13.15 | Montrerque (3x/y -4 y? 
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Solution 
1ère méthode : Supposons que 


Gx'y-4 y? -2 x) dx + (x° - 8 xy) dy = di 


On a alors : ÉERERER @ 


a _ 
G5=* -8xy @ 


En intégrant (1) par rapport à x en gardant y constant, il vient : 
FAPD=xy-4x y - x? 4 C (y). 

où C (y) est la constante d'intégration par rapport à x. 

par rapport à ÿ gardent x constant, il vient : 


3 3.8xy+C' (9). 
Maintenant, en substituant ceci dans (2), on obtient la fonction f'cherchée qui peut 
donc s'écrire:  F(xy)=xy-4xÿ/-x2+ K: 
où K est une constante arbitaire. 


nsuile, en dérivant F(x,y) 


2ème méthode : On peut utiliser une méthode dir, 

By dx + (x° - 2y) dy = (3x2y dx + x° dy) : y? dy 

= (Bky dx + x dy) + (Odx - y? dy) = dx y) +d (y )=d(xy-y 

Par suite, c'est bien La différentielle totale d'une fonction f définie par : 
LAN= yep +K 

où K est une constante arbitaire. “ 


en groupant Les termes : 


